
Transaction of Azerbaijan National Academy of Sciences, Series of Physical-Technical and  

Mathematical Sciences: Informatics and Control Problems, Vol. XXXV, No.3, 2015 

www.icp.az/2015/3-15.pdf 

 

121 
 

УДК 517:519:532 

 

А.А. АХУНДОВ, Э.М. АХУНДОВА 

 

НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ДЛЯ ПОЛИТРОПНОГО  

ГАЗА И НЕКОТОРЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ЕГО НЕПРЕРЫВНОГО ГРУППОВОГО 

АНАЛИЗА (часть II) 
 

Bо II части найдены новые решения одномерного нелинейного уравнения теплопроводности, вывод 

которого был осуществлен в I части работы на основе простых термодинамических соображений. 

Полученные решения увеличивают список точных решений уравнения, найденных ранее средствами теории 

групп Ли в I части. 
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1. Введение. Настоящая работа является непосредственным продолжением статьи [1]. 

Напомним, что в [1, стр.120,121] для математического описания поведения идеального 

политропного газа, участвующего в одномерном термодинамическом процессе, был дан 

простой вывод, содержащий термодинамическое обоснование правомерности следующего 

нелинейного уравнения теплопроводности: 

                                                       𝑐𝑎𝑇𝑏(𝑟)𝑇𝑡 = 𝑘(𝑇𝜎𝑇𝑥)𝑥 ,                                                    (1.1) 

где 𝑇 = 𝑇(𝑡, 𝑥) – температура, 𝑡 − время, 𝑥 − пространственная координата, 𝑐 − удельная 

массовая теплоемкость, 𝜎 > 0 − постоянная величина, 𝑎 = (𝑅/𝑎0)𝑏(𝑟),  𝑅 − удельная газовая 

постоянная, 𝑎0 −  постоянная величина (задается в уравнении политропы для идеального 

газа), 𝑏(𝑟) = 1 (𝑟 − 1)⁄ , 𝑟 ≠ 1 − показатель политропы, 𝜎 > 0 −постоянная величина и 𝑘 >
0 − коэффициент (об одном важном уточнении вида уравнения (1.1) см. примечание 1). 

Среди перечисленных выше величин безразмерными являются 𝑟 и 𝜎,  а сведения о 

физических размерностях остальных величин перечислены в [1, стр.121, 122]. Предполагает-

ся, что 𝑡 > 0, 𝑥 > 0, 𝑇 > 0.  
При групповом анализе [2-5] математической модели (1.1), которое было начато в [1, 

стр.122-131] сразу же после его вывода, мы также, как и в той работе исходим из допущения 

о том, что все встречающиеся в тексте размерные величины представлены в относительных 

единицах, т. е. в безразмерном виде. Важно отметить, что при этом для краткости текста мы 

сохранили без изменений их исходные обозначения. 

В [1, стр.126] было зарегистрировано, что соответствующие уравнению (1.1) 

оптимальные системы неподобных одномерных подалгебр, различаются в следующих трех 

случаях: 

Случай 1: 𝑟 ≠ (𝜎 + 1)/𝜎 и 𝑟 ≠ 3(𝜎 + 1)/(3𝜎 + 4) или то же самое  

                 𝑏(𝑟) ≠ 𝜎 и 𝑏(𝑟) ≠ −(3𝜎 + 4); 
Случай 2: 𝑟 = 3(𝜎 + 1) (3𝜎 + 4)⁄ или то же самое 𝑏(𝑟) = − (3𝜎 + 4); 
Случай 3: 𝑟 = (𝜎 + 1)/𝜎 или то же самое 𝑏(𝑟) = 𝜎. 
Отметим, что в разделе 4 приведен пример, свидетельствующий в пользу деления на 

случаи 1-3 для оптимальных систем неподобных алгебр.  

В [1] мы искали точные решения уравнения теплопроводности (1.1) в случае 1. Теперь 

наша цель заключается в поиске точных инвариантных решений этого уравнения для случаев 

2 и 3. В данной статье мы ограничились рассмотрением случая 2. В этом случае уравнение 

(1.1) очевидно примет следующий вид:  
                                                     𝑐𝑎𝑇−(3𝜎+4)𝑇𝑡 = 𝑘(𝑇𝜎𝑇𝑥)𝑥 .                                                (1.2) 
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Ниже символом 𝑅1  обозначено множество всех действительных чисел, символом 
〈𝑋, 𝑌, 𝑍, … 〉  обозначена алгебра Ли натянутая на инфинитезимальные операторы 𝑋, 𝑌, 𝑍, ..., 
символ  𝑋𝑗(1) означает, что оператор 𝑋𝑗 принадлежит списку (5.1), который был получен для 

случая 1 и приведен в I части работы, 𝑗 = 1,4̅̅ ̅̅ .  
2. Постановка задачи. В работе требуется найти новые точные инвариантные решения 

нелинейного уравнения теплопроводности (1.2). 

3. Необходимые сведения. Согласно [1, стр.123, 126] в случае 2 нелинейное уравнение 

теплопроводности (1.2) допускает максимально широкую алгебру Ли 𝐿5 = 〈𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4, 𝑋5〉 
с базисными инфинитезимальными операторами вида 

𝑋1 = 𝜕𝑡, 𝑋2 = 𝜕𝑥 , 𝑋3 = 4(𝜎 + 1)𝑡𝜕𝑡 − 𝑇𝜕𝑇, 𝑋4 = 2(𝜎 + 1)𝑥𝜕𝑥 + 𝑇𝜕𝑇, 

𝑋5 = (𝜎 + 1)𝑥2𝜕𝑥 + 𝑥𝑇𝜕𝑇,                                                  (3.1) 

а оптимальная система состоит из подалгебр следующего вида: 
〈𝑋1〉, 〈𝑋2〉, 〈𝑋1 + 𝑋2〉, 〈𝑋3〉, 〈𝑋1 + 𝑋3〉, 〈−𝑋1 + 𝑋3〉, 〈𝑋2 + 𝑋3〉, 〈𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3〉, 〈−𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3〉, 

〈𝑋1 + 𝑋4〉, 〈−𝑋1 + 𝑋4〉, 〈𝛼𝑋3 + 𝑋4〉, 〈𝑋5〉, 〈𝑋1 + 𝑋5〉, 〈−𝑋1 + 𝑋5〉, 〈𝑋3 + 𝑋5〉, 〈−𝑋3 + 𝑋5〉, 
〈𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋5〉, 〈−𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋5〉, 〈𝑋2 + 𝛼𝑋3 + 𝑋5〉,                                       (3.2) 

где 𝛼 ∈ 𝑅1.  
Ниже, с помощью образующих операторов подалгебр (3.2), мы попытаемся найти 

точные инвариантные решения (ранга 1) нелинейного уравнения теплопроводности (1.2). С 

этой целью сначала, в установленных нами новых инвариантных переменных, будем 

составлять обыкновенные дифференциальные уравнения, в которые редуцируются 

уравнение (1.2), а затем искать решения редуцированных уравнений и, наконец, путем 

перехода к исходным переменным из найденных решений получим точные искомые 

инвариантные решения уравнения (1.2). Здесь мы, в отличие от первой части работы, будем 

осуществлять поиск таких точных решений этого нелинейного уравнения, которые имеют 

конечный вид (т.е. имеют представления без использования рядов или специальных 

функций). В разделе 4 рассмотрены те подалгебры из списка (3.2), для которых удалось 

найти точные инвариантные решения. Редуцированные уравнения, соответствующие 

остальным подалгебрам из списка (3.2), приведены в разделе 5, где в частности, исследуется 

возможности упрощения для этих уравнений.  
4. Составление и поиск решений редуцированных уравнений в случае 2. Сравнивая 

списки подалгебр, приведенные в [1, стр.126] можно увидеть, что подалгебры 〈𝑋1〉, 〈𝑋2〉,
〈𝑋1 + 𝑋2〉 из списка (3.2) являются обшими для всех случаев 1-3. Это означает, что те точные 

решения из [1], а конкретнее формулы (9.1), (9.4), (9.6), (9.9) из [1], которые являются 

инвариантами соответствующих образующих этих трех подалгебр, сохранят силу и в случаях 

2 и 3, если только учет соответствующей этим случаям конкретной зависимости между 

величинами 𝑟 и 𝜎 не приводит к каким-либо противоречиям. Например, в случае 2 формула 

точного решения (9.6) из [1, cтр.127]:  

𝑇(𝑡, 𝑥) = (𝐶 +
𝑐𝑎(𝑏(𝑟)−𝜎)

𝑘(𝑏(𝑟)+1)
(𝑥 − 𝑡))

1 (𝜎−𝑏(𝑟))⁄

 ∀𝐶 ∈ 𝑅1 

не только остаётся в силе, но еще и с учетом равенства 𝑏(𝑟) = −(3𝜎 + 4)  принимает 

сравнительно более простой вид:  

𝑇(𝑡, 𝑥) = (𝐶 + 𝛾0(𝑥 − 𝑡))
1 4(𝜎+1)⁄  

 ∀𝐶 ∈ 𝑅1, 
 

где 𝛾0 = 4𝑐𝑎 3𝑘⁄ , а 𝜎 связан с показанием политропы r соотношением: 𝜎 = (3 − 4𝑟)/3(𝑟 −
1). 
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Однако, в случае 3, формула (9.6) из [1] теряет силу, поскольку невозможно в ней 

учитывать зависимость 𝑏(𝑟) = 𝜎, приводящей к недопустимой операции деления на нуль. 

Это обстоятельство, в частности, подтверждает наличие серьезных различий между 

случаями 1-3, перечисленными выше в разделе 1.   

Конечно, в правильности полученной таким образом формулы можно убедиться путем 

ее непосредственной подстановки в уравнение (1.2).   

При каждом фиксированном значении параметра 𝛼 ∈ 𝑅1  список (3.2) состоит из 

двадцати одномерных подалгебр. Рассмотрим их, начиная с учетом вышесказанного с 

четвертой по списку подалгебры 〈𝑋3〉. 
4.1. Подалгебра 〈𝑿𝟑〉.  Как видно из списка операторов (3.1), порождающий эту 

подалгебру инфинитезимальный оператор имеет вид: 𝑋3 = 4(𝜎 + 1)𝑡𝜕𝑡 − 𝑇𝜕𝑇 . Этот оператор 

при учете равенства 𝑏(𝑟) − 𝜎 = −4(𝜎 + 1),  вытекающего из определяющего случай 2 

значения величины 𝑏(𝑟), с точностью до знака совпадает с оператором 𝑋4(1) из списка (5.1), 

приведенном в [1, стр.123]. Он был рассмотрен нами при исследовании случая 1 в I части 

работы. 

Так что с учетом этого значения 𝑏(𝑟) в соответствующей формуле (9.16) из [1, стр.129] 

cразу же получим следующую формулу для точного решения уравнения (1.2):  
                                                        𝑇(𝑡, 𝑥) = (𝛾1𝑥2 𝑡⁄ )1/4(𝜎+1),                                                 (4.1)  

где 𝛾1 = 3𝛾0 4⁄ = 𝑐𝑎 𝑘⁄ , а справедливость этой записи обеспечивается исходными условиями 

𝑘 > 0, 𝑡 > 0. 

Решение (4.1) уравнения теплопроводности (1.2) является инвариантном оператора 𝑋3. 
4.2. Подалгебра 〈𝑿𝟏 + 𝑿𝟑〉.  В соответствии с (3.1) порождающий эту подалгебру 

оператор имеет следующий вид: 

𝑋1 + 𝑋3 = (4(𝜎 + 1)𝑡 + 1)𝜕𝑡 − 𝑇𝜕𝑇 . 
Одним из инвариантов этого оператора, очевидно, что является функция 𝑦 = 𝑥. Для 

определения второго инварианта решив характеристическое уравнение 

𝑑𝑡/(4(𝜎 + 1)𝑡 + 1) = −𝑑𝑇/𝑇, 

дифференциального уравнения в частных производных (𝑋1 + 𝑋3)𝑧 = 0, находим, что 

𝑧 = (4(𝜎 + 1)𝑡 + 1)1/4(𝜎+1)𝑇. 
Так что искомое точное решение будет иметь вид 𝑧 = 𝑤(𝑦), а в исходных переменных: 

𝑇 = (4(𝜎 + 1)𝑡 + 1)−1/4(𝜎+1)𝑤(𝑥),  где 𝑤 − искомая функция. Принимая во внимание 

равенства 𝑦𝑡 = 0, 𝑦𝑥 = 1,  𝑧𝑡 = 0, имеем 

𝑇𝑡 = −𝑧 ∙ (4(𝜎 + 1)𝑡 + 1)−1−(1 4(𝜎+1)⁄ ), 𝑇𝑥 = 𝑧𝑦 ∙ (4(𝜎 + 1)𝑡 + 1)−1/4(𝜎+1). 

Учет этих равенств в (1.2) приводит нас к следующему редуцированному уравнению:  

                                                   𝑘(𝑧𝜎𝑧𝑦)
𝑦

+ 𝑐𝑎 𝑧−3(𝜎+1) = 0.                                (4.2) 

После осуществления замены переменной 

𝜒 = 𝑧𝜎+1, 

уравнение (4.2) преобразуется к следующему частному виду автономного уравнения 

Ермакова (Yermakov equation) [6]: 

                                                    𝜒𝑦𝑦 + 𝛾 ∙ 𝜒−3 = 0,                                                          (4.3) 

где 𝛾 = (𝜎 + 1)𝛾1 = 𝑐𝑎(𝜎 + 1)/𝑘. 
Следуя [6] рассмотрим 𝜒  в качестве независимой переменной и осуществим 

подстановку  

                                                              𝜒𝑦 = 𝜔(𝜒).                                                                (4.4) 
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Из (4.4) получаем соотношение 𝜒𝑦𝑦 = 𝜔 ∙ 𝜔𝜒, с учетом которого (4.3) примет 

следующий вид обыкновенного дифференциального уравнения I порядка: 

                                                         𝜔𝜔𝜒 + 𝛾 ∙ 𝜒−3 = 0.                                                          (4.5) 

Уравнение (4.5) интегрируется в разделенных переменных, что дает нам формулу: 

𝜔2 = 𝛾 ∙ 𝜒−2 + 𝐶1,                                                          (4.6) 

где величина 𝐶1 − постоянная интегрирования.  

Принимая во внимание в (4.6) соотношение (4.4) и еще раз осуществив интегрирование 

полученного таким образом уравнения, получим 

𝑧 = (𝐶1(𝐶2 ± 𝑦)2 − 𝛾2(𝐶1))
1/2(𝜎+1)

,                                       (4.7) 

где 𝐶1 ≠ 0, 𝐶2 − постоянные интегрирования, 

𝛾2(𝐶1) = 𝛾 𝐶1 = 𝑐𝑎(𝜎 + 1) 𝑘𝐶1⁄⁄ .                                              (4.8)  

Возвращаясь к исходным переменным из (4.7) получим два точных искомых решения 

уравнения теплопроводности (1.2), которые являются инвариантами оператора 𝑋1 + 𝑋3: 

                      𝑇(𝑡, 𝑥) = (4(𝜎 + 1)𝑡 + 1)−1/4(𝜎+1)(𝐶1(𝐶2 ± 𝑥)2 − 𝛾2(𝐶1))
1/2(𝜎+1)

,         (4.9) 
 

где 𝐶1 ≠ 0, 𝐶2 − постоянные интегрирования.  

4.3. Подалгебра 〈−𝑿𝟏 + 𝑿𝟑〉.  Порождающий эту подалгебру оператор −𝑋1 + 𝑋3 

отличается от предыдущего инфинитезимального оператора только одним знаком: 

−𝑋1 + 𝑋3 = (4(𝜎 + 1)𝑡 − 1)𝜕𝑡 − 𝑇𝜕𝑇. 

Действуя по аналогии с предыдущим, получим новые решения уравнения (1.2) в виде 

𝑇(𝑡, 𝑥) = (4(𝜎 + 1)𝑡 − 1)−1/4(𝜎+1)(𝐶1(𝐶2 ± 𝑥)2 − 𝛾2(𝐶1))
1/2(𝜎+1)

,        (4.10) 
 

где 𝐶1 ≠ 0, 𝐶2 − постоянные интегрирования, а функция 𝛾2(𝐶1) определяется формулой (4.8). 

Однако, в данном случае у нас появляется дополнительное ограничение относительно 

допустимых значений времени: 

𝑡 > 1/4(𝜎 + 1). 
Можно проверить, что оба точные решения (4.10) уравнения (1.2), отличающиеся друг 

от друга знаком переменной 𝑥 являются инвариантами оператора −𝑋1 + 𝑋3. 
Решения (4.9) и (4.10), как впрочем и соответствующие операторы 𝑋1 + 𝑋3 и −𝑋1 + 𝑋3, 

отличаются между собой одним знаком. В ходе проверки точности этих решений (как 

обычно, путем непосредственной подстановки их в уравнение (1.2)) мы заметили, что если 

заменить отличающиеся знаком единицы ±1, присутствующие в этих формулах (в первых 

скобках формул (4.9) и (4.10) соответственно), на произвольную постоянную, то такая замена 

никак не повлияет на ход проверочных вычислений. Это наблюдение позволило нам сразу 

же обобщить формулы решений (4.9) и (4.10). Выяснилось, что формулы 

                     𝑇(𝑡, 𝑥) = (4(𝜎 + 1)𝑡 + 𝐶3)−1/4(𝜎+1)(𝐶1(𝐶2 ± 𝑥)2 − 𝛾2(𝐶1))
1/2(𝜎+1)

,          (4.11) 
 

также определяют точные решения уравнения теплопроводности (1.2), которые являются 

инвариантами инфинитезимального оператора 𝐶3𝑋1 + 𝑋3, где 𝐶1 ≠ 0, 𝐶2, 𝐶3 − произвольные 

постоянные интегрирования, а функция 𝛾2(𝐶1) определяется формулой (4.8). 

Здесь при отрицательных значениях постоянной 𝐶3  следует заменить исходное 

неравенство 𝑡 > 0 неравенством 𝑡 > −𝐶3/4(𝜎 + 1). 
4.4. Подалгебры 〈𝜶𝑿𝟑 + 𝑿𝟒〉,  случаи 𝜶 = 𝟎  и 𝜶 = 𝟏.  При каждом фиксированном 

значении параметра 𝛼  порождающий эту подалгебру инфинитезимальный оператор может 

быть представлен в виде: 

                                    𝛼𝑋3 + 𝑋4 = 4𝛼(𝜎 + 1)𝑡𝜕𝑡 + 2(𝜎 + 1)𝑥𝜕𝑥 + (1 − 𝛼)𝑇𝜕𝑇 .                    (4.12) 

Оператор (4.12) при значении 𝛼 = 1 с точностью до постоянного множителя совпадает 

с оператором 𝑋3(1),  т.е. с точностью до множителя 2(𝜎 + 1)  имеет место следующее 
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равенство: 𝑋3 + 𝑋4 = 𝑋3  (1). Точное решение являющийся инвариантом оператора 𝑋3(1), 
следовательно, и оператора 𝑋3 + 𝑋4 , было найдено в I части работы, и оно полностью 

совпадает с решением (4.1) (см. примечание 2). 

Рассмотрим теперь случай, когда 𝛼 = 0. В этом случае имеет место равенство: 

𝛼𝑋3 + 𝑋4 = 𝑋4. 
Один из инвариантов оператора 𝑋4 имеет вид: 𝑦 = 𝑡. Второй инвариант найдем путем 

решения характеристического уравнения для дифференциального уравнения в частных 

производных, определяемого оператором 𝑋4: Х4𝑧 = 0. 
Имеем 

𝑧 = 𝑥−1/2(𝜎+1)𝑇. 

Так что искомое точное решение будет иметь вид 𝑧 = 𝑤(𝑦), а в исходных переменных: 

𝑇 = 𝑥1/2(𝜎+1)𝑤(𝑡), 
где 𝑤 − искомая функция.  

Уравнение (1.2) в новых инвариантных переменных сводится к редуцированному 

уравнению, имеющему в данном случае следующий легко интегрируемый вид: 

𝑐𝑎𝑧−(4𝜎+5)𝑧𝑦 = −𝑘/4(𝜎 + 1). 

После его интегрирования и перехода к исходным переменным получим следующее 

новое точное решение уравнения (1.2): 

                              𝑇(𝑡, 𝑥) = 𝑥1/2(𝜎+1)(𝛾1
−1𝑡 + 𝐶)−1/4(𝜎+1) ∀𝐶 ∈ 𝑅1.                         (4.13)  

Напомним, что здесь по ранее введенному обозначению 𝛾1 = 𝑐𝑎 𝑘⁄ .  

Решение (4.13) является инвариантом оператора 𝑋4 = 2(𝜎 + 1)𝑥𝜕𝑥 + 𝑇𝜕𝑇 .  Интересно, 

что ранее приведенное решение (4.1), будучи инвариантом оператора 

𝑋3 = 4(𝜎 + 1)𝑡𝜕𝑡 − 𝑇𝜕𝑇 , 
является в то же время частным случаем решения (4.13), а именно следует из формулы (4.13) 

при нулевом значении постоянной интегрирования: 𝐶 = 0.  Более того, мы видим, что 

решение (4.1) является инвариантом двух инфинитезимальных операторов 𝑋3 и 𝑋4. В то же 

время, само решение (4.13) не обладает таким свойством, т.е. не является инвариантом 

оператора 𝑋3 при соблюдении неравенства 𝐶 ≠ 0. 
Таким образом, при ненулевых значениях постоянного интегрирования 𝐶 

инвариантные свойства решений (4.1) и (4.13) различаются. 

Случай, когда одновременно выполняются оба неравенства 𝛼 ≠ 0 и 𝛼 ≠ 1 рассмотрен 

нами в подразделе 5.6. 

4.5. Подалгебра 〈𝑿𝟓〉.  Один из инвариантов оператора 𝑋5 = (𝜎 + 1)𝑥2𝜕𝑥 + 𝑥𝑇𝜕𝑇  имеет 

вид 𝑦 = 𝑡. Bторой инвариант находится путем решения характеристического уравнения для 

дифференциального уравнения в частных производных, определяемого оператором 𝑋5:  
𝑋5𝑧 = 0. 

Имеем  

𝑧 = 𝑥−1/(𝜎+1)𝑇. 
После построения редуцированного уравнения, его интегрирования и перехода к 

исходным переменным получим точное решение уравнения теплопроводности (1.2) в виде:  

                                            𝑇(𝑡, 𝑥) = 𝐶𝑥1/𝜎+1 ∀𝐶 ∈ 𝑅1.                                            (4.14)  
Решение (4.14) является инвариантом оператора 𝑋5  и его, как выяснилось, можно 

получить также из формулы (9.1) из [1, стр.126] при значениях 𝑏(𝑟) = −(3𝜎 + 4) и 𝐶2 = 0. 
4.6. Подалгебра 〈𝑿𝟏 + 𝑿𝟓〉. В соответствии с (3.1) имеет место следующее равенство:  

𝑋1 + 𝑋5 = 𝜕𝑡 + (𝜎 + 1)𝑥2𝜕𝑥 + 𝑥𝑇𝜕𝑇 . 
Инварианты 𝜂 = 𝑦 и 𝜂 = 𝑧  инфинитезимального оператора 𝑋1 + 𝑋5  найдем путем 
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решения системы характеристических уравнений, соответствующей следующему 

дифференциальному уравнению в частных производных: 

(𝑋1 + 𝑋5)𝜂 = 0. 
Имеем 

𝑦 = 𝑡 + (𝜎 + 1)−1𝑥−1 , 𝑧 = 𝑥−1/(𝜎+1)𝑇. 

Так что искомое точное решение будет иметь вид 𝑧 = 𝑤(𝑦), а в исходных переменных: 

𝑇 = 𝑥1 (𝜎+1)⁄ 𝑤(𝑡 + (𝜎 + 1)−1𝑥−1), 

где 𝑤 −искомая функция. 

Уравнение теплопроводности (1.2) в новых инвариантных переменных редуцируется к 

следующему обыкновенному дифференциальному уравнению II порядка: 

(𝑧𝜎𝑧𝑦)
𝑦

= (𝑐𝑎(𝜎 + 1)2 𝑘⁄ )𝑧−(3𝜎+4)𝑧𝑦, 

которое, в свою очередь, сводится путем интегрирования к дифференциальному уравнению I 

порядка:  

𝜒𝑦 = −(𝑐𝑎(𝜎 + 1)2 3𝑘⁄ )𝜒−3 + 𝐶1  ∀𝐶1 ∈ 𝑅1. 

Здесь мы приняли, что  𝜒 = 𝑧𝜎+1. 

Для нахождения решения этого уравнения в конечном виде (см. раздел 3) положим 

𝐶1 = 0. 
Интегрирование полученного таким образом уравнения и обратный переход к 

исходным переменным дает нам следующее новое решение уравнения теплопроводности 

(1.2): 

      𝑇(𝑡, 𝑥) = 𝑥1/(𝜎+1)(𝐶 − 𝛾3 ∙ (𝑡 + (𝜎 + 1)−1𝑥−1))
1/4(𝜎+1)

 ∀𝐶 ∈ 𝑅1.         (4.15)  
 

где 𝛾3 = (𝜎 + 1)2𝛾0 = 4𝑐𝑎(𝜎 + 1)2 3𝑘⁄ . 

Точное решение (4.15) является инвариантом оператора 𝑋1 + 𝑋5. 
4.7. Подалгебра 〈−𝑿𝟏 + 𝑿𝟓〉.  Порождающий эту подалгебру инфинитезимальный 

оператор отличается от предыдущего оператора только одним знаком: 

−𝑋1 + 𝑋5 = −𝜕1 + (𝜎 + 1)𝑥2𝜕𝑥 + 𝑥𝑇𝜕𝑇 . 
Отличия данного случая от предыдущего проявляются в том, что здесь инвариант у 

имеет вид 𝑦 = 𝑡 − (𝜎 + 1)−1𝑥−1 ,  а решение уравнения (1.2) определяется следующей 

формулой: 

           𝑇(𝑡, 𝑥) = 𝑥1/(𝜎+1)(𝐶 − 𝛾3 ∙ (𝑡 − (𝜎 + 1)−1𝑥−1))
1/4(𝜎+1)

    ∀𝐶 ∈ 𝑅1.               (4.16) 
 

Точное решение (4.16) является инвариантом оператора −𝑋1 + 𝑋5. 
4.8. Подалгебра 〈𝑿𝟐 + 𝜶𝑿𝟑 + 𝑿𝟓〉, случай 𝜶 = 𝟎. В этом случае справедливы равенства 

𝑋2 + 𝛼𝑋3 + 𝑋5 = 𝑋2 + 𝑋5 = (1 + (𝜎 + 1)𝑥2)𝜕𝑥 + 𝑥𝑇𝜕𝑇 . 
Один из инвариантов оператора 𝑋2 + 𝑋5  имеет вид: 𝑦 = 𝑡. Второй инвариант найдем 

путем решения характеристического уравнения, соответствующего дифференциальному 

уравнению в частных производных следующего вида: (𝑋2 + 𝑋5)𝑧 = 0. 
Имеем 

𝑧 = (1 + (𝜎 + 1)𝑥2)−1/2(𝜎+1)𝑇. 
Так что искомое точное решение будет иметь вид 𝑧 = 𝑤(𝑦), а в исходных переменных: 

𝑇 = (1 + (𝜎 + 1)𝑥2)1/2(𝜎+1)𝑤(𝑡), 
где 𝑤 −искомая функция 

В новых инвариантных переменных 𝑦 и 𝑧  редуцированное уравнение записывается в 

виде 

𝑐𝑎𝑧−(4𝜎+5)𝑧𝑦 = 𝑘, 

которое после интегрирования и перехода к исходным переменным дает нам следующее 
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новое решение: 

                𝑇(𝑡, 𝑥) = (1 + (𝜎 + 1)𝑥2)1/2(𝜎+1)(𝐶 − 𝛾4𝑡)−1/4(𝜎+1).                    (4.17)  
Здесь 𝐶 > 0 − постоянная интегрирования, 𝛾4 = 4𝑘(𝜎 + 1) 𝑐𝑎⁄ , а исходное неравенство 

𝑡 > 0  следует заменить включением 𝑡 ∈ (0, 𝛾4
−1𝐶) . Следовательно, для решения (4.17) 

область допустимых значений времени существенно зависит от значений постоянной 

интегрирования, определяемой, как известно, заданием начальных и граничных условий для 

уравнения (1.2). Более того, можно заметить, что какими бы ни были конкретные значения 

переменной 𝑥 > 0 и постоянной интегрирования 𝐶 > 0 имеет место следующее предельное 

соотношение: 

𝑇(𝑡, 𝑥) → ∞ при 𝑡 → 𝛾4
−1𝐶, 

иначе говоря, по мере приближения значений времени к правой границе интервала (0, 𝛾4
−1𝐶) 

значения температуры неограниченно возрастают.  

Точное решение (4.17) уравнения теплопроводности (1.2) является инвариантом 

оператора 𝑋2 + 𝑋5.  
Случай, когда 𝛼 ≠ 0 рассмотрен в подразделе 5.11.  
5. Редуцированные уравнения, точные (нетривиальные) решения которых не 

найдены. 

5.1. Подалгебра 〈𝑿𝟐 + 𝑿𝟑〉.  В соответствии с (3.1) порождающий эту подалгебру 

оператор может быть представлен в виде: 

𝑋2 + 𝑋3 = 𝜕𝑥 + 4(𝜎 + 1)𝑡𝜕𝑡 − 𝑇𝜕𝑇 . 
Из характеристических уравнений 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡 4(𝜎 + 1)𝑡⁄ = −𝑑𝑇/𝑇 находим инварианты: 

𝑦 = 𝑒𝑥𝑡−1 4(𝜎+1)⁄ , 𝑧 = 𝑇𝑡1/4(𝜎+1). 

Следовательно, точное решение в новых инвариантных переменных 𝑦  и 𝑧  должно 

иметь вид 𝑧 = 𝑤(𝑦),  а в исходных переменных: 𝑇 = 𝑡−1/4(𝜎+1)𝑤(𝑒𝑥𝑡−1/4(𝜎+1)) , где 𝑤 − 

искомая функция.  

Учитывая равенства 𝑦𝑥 = 𝑦  и 𝑦𝑡 = −𝑒𝑥𝑡−1−(1/4(𝜎+1))/4(𝜎 + 1), уравнение (1.2) можно 

привести к следующему редуцированному уравнению: 

                    𝑦(𝑦𝑧𝜎𝑧𝑦)
𝑦

+ 𝜇0𝑧−(3𝜎+4)(𝑦𝑧)𝑦 = 0,                                         (5.1) 

где 𝜇0 = 𝛾4
−1 = 𝑐𝑎/4𝑘(𝜎 + 1). 

Покажем, что уравнение (5.1) подходящими преобразованиями сводится к уравнению 

Абеля второго рода (Abel differential equation of second kind (special case) [7-9]). 

Осуществление замены переменной 𝜒 = 𝑧𝜎+1 приводит уравнение (5.1) к виду: 

𝑦(𝑦𝜒𝑦)
𝑦

+ 𝜇 ∙ (𝜒−3 − (1/3(𝜎 + 1))𝑦(𝜒−3)𝑦) = 0, 

где 𝜇 = (𝜎 + 1)𝜇0 = 𝑐𝑎 4𝑘⁄ . 

Полученное уравнение преобразованиями вида 𝜒 = 𝜑(𝑞), 𝑞 = ln 𝑦  сводится к 

уравнению Льенарда (Lienard equation [7, c. 232]): 

𝜑𝑞𝑞 + 𝜇0𝜑−4𝜑𝑞 + 𝜇𝜑−3 = 0. 

В свою очередь, применение здесь в соответствии с [7, с.232] преобразования 𝜔(𝜑) =
𝜑𝑞, позволяет понизить порядок этого дифференциального уравнения на единицу: 

𝜔𝜔𝜑 + 𝜇0𝜑−4𝜔 + 𝜇𝜑−3 = 0, 

где 𝜑 рассматривается в качестве независимой переменной.    

Полученное уравнение является уравнением Абеля второго рода и дальнейшие 

упрощения связаны с привидением его либо к канонической форме (canonical form) [8, 

cтр.47-48; 10], либо же к так называемой простой форме (simpler form) [10]. В соответствии с 

рекомендациями [8,10] в канонической форме это уравнение принимает следующий вид: 
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𝜔𝜔𝜓 = 𝜔 + 𝐴𝜓−1/3, 

где 𝜓 = (𝜇0/3)𝜑−3   и  𝐴 = 3(𝜎 + 1)/𝜇0.   
В рассматриваемом случае вид уравнения Абеля второго рода в простой форме 

следующий  

𝜔(𝜔𝜗 − 𝐴0𝜗1/2) = 1, 

где 𝜗 = (𝜇/2)𝜑−2 и 𝐴0 = (2/𝜇)1/2 (𝜎 + 1)⁄ .  
К сожалению, оба этих уравнения отсутствуют в списке уравнений Абеля второго рода 

из справочника [7, cтр.70-91], для которых приведены их точные решения. Добавим, что там 

же приведены, с использованием специальных функций, точные решения многочисленных 

уравнений Абеля второго рода, некоторые из которых весьма близки по виду записи к 

полученным нами уравнениям. 

5.2. Подалгебра 〈𝑿𝟏 + 𝑿𝟐 + 𝑿𝟑〉. В соответствии со списком (3.1) порождающий эту 

подалгебру инфинитезимальный оператор может быть представлен в следующем виде: 

𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 = (4(𝜎 + 1)𝑡 + 1)𝜕𝑡 + 𝜕𝑥 − 𝑇𝜕𝑇 . 
Из характеристических уравнений для уравнения в частных производных, 

определяемого этим оператором: (𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3)𝜂 = 0 , находим оба искомые инварианты 

𝑦 и 𝑧: 
𝑦 = 𝑒𝑥(4 (𝜎 + 1)𝑡 + 1)−1/4(𝜎+1), 𝑧 = 𝑒𝑥𝑇. 

Отсюда сразу заключаем, что искомое решение должно иметь следующий вид: 

𝑇 = 𝑒−𝑥𝑤(𝑒𝑥(4 (𝜎 + 1)𝑡 + 1)−1/4(𝜎+1)), 

 где 𝑤 − неизвестная функция. 

После реализации соответствующих выкладок из уравнения (1.2) получим 

редуцированное уравнение следующего вида: 

−𝛾1𝑦4(𝜎+1)+1𝑧−(3𝜎+4)𝑧𝑦 = −(𝜎 + 1)𝑧𝜎(−𝑧 + 𝑦𝑧𝑦) + 𝑦 (𝑧𝜎(−𝑧 + 𝑦𝑧𝑦))
𝑦

.        (5.2) 

Применение замены переменной 𝜒 = 𝑧𝜎+1  позволяет свести уравнение (5.2) к 

следующему виду: 

𝑦2𝜒𝑦𝑦 + 𝑔(𝑦, 𝜒)𝑦𝜒𝑦 + (𝜎 + 1)2𝜒 = 0, 

где 𝑔(𝑦, 𝜒) = 𝛾1(𝑦𝜎+1𝜒−1)4 − (2𝜎 + 1). 
Напомним, что здесь и выше в формуле (5.2): 𝛾1 = 𝑐𝑎 𝑘⁄  (см. подраздел 4.1). 

5.3. Подалгебра 〈−𝑿𝟏 + 𝑿𝟐 + 𝑿𝟑〉. Согласно списку (3.1) порождающий эту подалгебру 

инфинитезимальный оператор может быть представлен в виде: 

−𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 = (4(𝜎 + 1)𝑡 − 1)𝜕𝑡 + 𝜕𝑥 − 𝑇𝜕𝑇 .    
Искомые инварианты в рассматриваемом случае принимают следующий вид: 

𝑦 = 𝑒𝑥(4(𝜎 + 1)𝑡 − 1)−1/4(𝜎+1), 𝑧 = 𝑒𝑥𝑇, 

и, как показывают выкладки, соответствующее этому случаю редуцированное уравнение 

совпадает с уравнением (5.2). Таким образом, отличие данного случая от предыдущего 

проявляется в формулах определяющих соответствующие инварианты 𝑦. 
5.4. Подалгебра  〈𝑿𝟏 + 𝑿𝟒〉.  Порождающий эту подалгебру инфинитезимальный 

оператор может быть представлен в виде: 

𝑋1 + 𝑋4 = 𝜕𝑡 + 2(𝜎 + 1)𝑥𝜕𝑥 + 𝑇𝜕𝑇 . 
Из характеристических уравнений для уравнения первого порядка в частных 

производных, определяемого этим инфинитезимальным оператором: (𝑋1 + 𝑋4)𝜂 = 0 , 

находим инварианты: 

 𝑦 = 𝑒𝑡𝑥−1 2(𝜎+1)⁄ , 𝑧 = 𝑇𝑥−1/2(𝜎+1). 
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Применения преобразования 𝜒 = 𝑧𝜎+1  и соответствующих выкладок даст нам 

следующее редуцированное уравнение: 

𝑦(𝑦𝜒𝑦)𝑦 + 𝜇𝑦𝜒−4𝜒𝑦 + 𝜇0𝜒 = 0, 

где 𝜇0 = −(𝜎 + 1)2 и 𝜇 = −3𝛾3 = −4𝑐𝑎(𝜎 + 1)2/𝑘.  

По аналогии с подразделом 5.1, полученное уравнение преобразованиями вида 𝜒 =
𝜑(𝑞), 𝑞 = ln 𝑦 сводится к уравнению типа Льенарда ([7, cтр.230, cтр.232]): 

𝜑𝑞𝑞 + 𝜇𝜑−4𝜑𝑞 + 𝜇0𝜑 = 0. 

Применение преобразования 𝜔(𝜑) = 𝜑𝑞  дает возможность понизит порядок этого 

дифференциального уравнения на единицу: 

𝜔𝜔𝜑 + 𝜇𝜑−4𝜔 + 𝜇0𝜑 = 0, 

где 𝜑 рассматривается в качестве независимой переменной. 

Мы вновь получили уравнение Абеля второго рода. Каноническая  форма этого 

уравнения будет иметь следующий вид: 

𝜔𝜔𝜓 = 𝜔 + 𝐴𝜓−5/3. 

где 𝜓 = (𝜇/3)𝜑−3 и 𝐴 = 3−5/3𝜇0𝜇2/3. 

5.5. Подалгебра 〈−𝑿𝟏 + 𝑿𝟒〉.  Порождающий эту подалгебру инфинитезимальный 

оператор имеет следующий вид: 

−𝑋1 + 𝑋4 = −𝜕𝑡 + 2(𝜎 + 1)𝑥𝜕𝑥 + 𝑇𝜕𝑇 . 
Как показали выкладки, отличия данного случая от предыдущего проявляются в том, 

что здесь 𝑦 = 𝑒−𝑡𝑥−1/2(𝜎+1) и 𝜇 определяется другим равенством: 𝜇 = 3𝛾3 = 4с𝑎(𝜎 + 1)2/𝑘. 

Все остальные обозначения и формулы из подраздела 5.4 не претерпевают изменений. 

5.6. Подалгебры 〈𝜶𝑿𝟑 + 𝑿𝟒〉, 𝜶𝝐𝑹𝟏, 𝜶 ≠ 𝟎, 𝜶 ≠ 𝟏. Рассматривая 𝛼 в качестве параметра 

фиксированного можно показать, что инварианты инфинитезимального оператора (4.12), как 

решения системы характеристических уравнений для уравнения в частных производных: 
(𝛼𝑋3 + 𝑋4)𝜂 = 0, определяются следующими равенствами 

𝑦 = 𝑥𝑡−1/2𝛼, 𝑧 = 𝑥(𝛼−1)/2(𝜎+1)𝑇. 

Отсюда заключаем, что искомые решения, зависящие от параметра 𝛼, должны иметь 

следующий вид: 

𝑇 = 𝑥(1−𝛼) 2(𝜎+1)⁄ 𝑤𝛼(𝑥𝑡−1 2𝛼⁄ ), 

 где 𝑤𝛼 − неизвестные функции. 

Соответствующие уравнению (1.2) редуцированные уравнения зависят от значений 𝛼 и, 

после осуществления замены переменной 𝜒 = 𝑧𝜎+1, могут быть представлены в виде 

𝑦2𝜒𝑦𝑦 + 𝑔𝛼(𝑦, 𝜒)𝑦𝜒𝑦 + ℎ𝛼𝜒 = 0, 

где 𝑔𝛼(𝑦, 𝜒) = 1 − 𝛼 + 𝛾5(𝛼)𝑦2𝛼𝜒−4, 𝛾5(𝛼) = 𝑐𝑎 2𝛼𝑘⁄  и ℎ𝛼 = (𝛼2 − 1)/4. 

Напомним, что случаи 𝛼 = 0 или 𝛼 = 1 были рассмотрены в подразделе 4.4. 

5.7. Подалгебра 〈𝑿𝟑 + 𝑿𝟓〉. В соответствии с (3.1) имеет место следующее равенство: 

𝑋3 + 𝑋5 = 4(𝜎 + 1)𝑡𝜕𝑡 + (𝜎 + 1)𝑥2𝜕𝑥 + (𝑥 − 1)𝑇𝜕𝑇 . 
Инварианты 𝑦  и 𝑧  инфинитезимального оператора 𝑋3 + 𝑋5  отыщем посредством 

решения системы характеристических уравнений, соответствующей дифференциальному 

уравнению в частных производных: (𝑋3 + 𝑋5)𝜂 = 0  при условии соблюдения неравенства 

𝑥 ≠ 1. 

Имеем 

𝑦 = 𝑡𝑒4𝑥−1
, 𝑧 = (𝑥𝑒𝑥−1

)
−1/(𝜎+1)

𝑇. 

Соответствующее уравнению теплопроводности (1.2) редуцированное уравнение после 

замены переменной 𝜒 = 𝑧𝜎+1 принимает следующий вид 
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𝑦2𝜒𝑦𝑦 + 0.5(3𝑦 − 𝛾6𝜒−4)𝜒𝑦 + 0.0625𝜒 = 0, 

где 𝛾6 = 𝑐𝑎 8𝑘⁄  и исходное условие 𝑥 > 0 следует заменить условием 𝑥 ∈ (0,1) ∪ (1, ∞). 

5.8. Подалгебра 〈−𝑿𝟑 + 𝑿𝟓〉.  Порождающий эту подалгебру инфинитезимальный 

оператор согласно (3.1) имеет следующий вид: 

−𝑋3 + 𝑋5 = −4(𝜎 + 1)𝑡𝜕𝑡 + (𝜎 + 1)𝑥2𝜕𝑥 + (𝑥 + 1)𝑇𝜕𝑇. 

Отличия данного случая от предыдущего проявляются в том, что здесь ограничение 

𝑥 ≠ 1 теряет силу, т.е., иначе говоря, исходное условие 𝑥 > 0 остается в силе, а инварианты 

выражаются формулами: 

𝑦 = 𝑡𝑒−4𝑥−1
, 𝑧 = (𝑥𝑒−𝑥−1

)
−1/(𝜎+1)

𝑇. 

Как показали выкладки, уравнение в дифференциальных инвариантах 𝑦 и 𝑧 оператора 

−𝑋3 + 𝑋5, т.е. соответствующее уравнению (1.2) редуцированное уравнение в этих новых 

инвариантных переменных имеет такой же вид, конечно, только после реализации замены 

переменной 𝜒 = 𝑧𝜎+1, что и приведенное в подразделе 5.7 редуцированное уравнение.  

5.9. Подалгебра 〈𝑿𝟏 + 𝑿𝟐 + 𝑿𝟓〉.  Порождающий подалгебру инфинитезимальный 

оператор имеет, согласно (3.1), следующий вид: 

𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋5 = 𝜕𝑡 + (1 + (𝜎 + 1)𝑥2)𝜕𝑥 + 𝑥𝑇𝜕𝑇 . 
Инварианты 𝑦 и 𝑧  этого оператора найдем путем решения характеристического 

уравнения соответствующего следующему дифференциальному уравнению в частных 

производных: 
(𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋5)𝜂 = 0. 

Имеем: 𝑦 = 𝑡 − (𝜎 + 1)−1/2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔((𝜎 + 1)1/2𝑥) , 𝑧 = (1 + (𝜎 + 1)𝑥2)−1/2(𝜎+1)𝑇 , и 

откуда ясно, что искомое решение в исходных переменных должно иметь следующий вид: 

𝑇 = (1 + (𝜎 + 1)𝑥2)1 2(𝜎+1)⁄ 𝑤 (𝑡 − (𝜎 + 1)−1 2⁄ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔((𝜎 + 1)1 2⁄ 𝑥)), 

где 𝑤 − неизвестная функция. 

Соответствующее уравнению теплопроводности (1.2) редуцированное уравнение после 

осуществления замены переменной 𝜒 = 𝑧𝜎+1 приводится к следующему виду: 

𝜒𝑦𝑦 − 𝛾1𝜒−4𝜒𝑦 + (𝜎 + 1)𝜒 = 0, 

где 𝛾1 = 𝑐𝑎 𝑘⁄  (см. подраздел 4.1). 

Преобразование (4.4) позволяет понизить на единицу порядок полученного 

обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка. Имеем 

𝜔𝜔𝜒 = 𝛾1𝜒−4𝜔 − (𝜎 + 1)𝜒.                                               (5.3) 

Здесь 𝜒 рассматривается в качестве независимой переменной. 

Уравнение (5.3) является уравнением Абеля второго рода и в канонической форме оно 

принимает следующий вид: 

𝜔𝜔𝜑 = 𝜔 + 𝐴𝜑−5/3. 

Здесь 𝜑 = −(𝑐𝑎/3𝑘)𝜒−3 и 𝐴 = (𝜎 + 1)(𝑐𝑎/3𝑘)2/3 3⁄ . Интересно, что по внешнему виду 

это уравнение не отличается от аналогичного уравнения, полученного в подразделе 5.4. 

5.10. Подалгебра 〈−𝑿𝟏 + 𝑿𝟐 + 𝑿𝟓〉. Имеет место следующее равенство: 

−𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋5 = −𝜕𝑡 + (1 + (𝜎 + 1)𝜒2)𝜕𝑥 + 𝑥𝑇𝜕𝑇 . 
Отличие рассматриваемого случая от предыдущего обнаруживается в формуле 

определяющего соответствующий инвариант 𝑦, а именно имеет место следующая формула: 

𝑦 = 𝑡 + (𝜎 + 1)−1/2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔((𝜎 + 1)1/2𝑥). 
Сказанное означает, что второй инвариант 𝑧  оператора −𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋5, а также 

соответствующее уравнению (1.2) редуцированное уравнение, определяются точно также, 

как в подразделе 5.9. 
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5.11. Подалгебры 〈𝑿𝟐 + 𝜶𝑿𝟑 + 𝑿𝟓〉, 𝜶 ∈ 𝑹𝟏, 𝜶 ≠ 𝟎. Порождающие инфинитезимальные 

операторы этих подалгебр согласно (3.1) имеют следующий вид: 

𝑋2 + 𝛼𝑋3 + 𝑋5 = 4𝛼(𝜎 + 1)𝑡𝜕𝑡 + (1 + (𝜎 + 1)𝑥2)𝜕𝑥 + (𝑥 − 𝛼)𝑇𝜕𝑇 . 
Инвариантые переменные 𝑦  и 𝑧  операторов 𝑋2 + 𝛼𝑋3 + 𝑋5  находим путем решения 

систем характеристических уравнений соответствующих дифференциальным уравнениям в 

частных производных следующего вида: (𝑋2 + 𝛼𝑋3 + 𝑋5)𝜂 = 0. 

Имеем 

𝑦 = 𝑡1 4𝛼(𝜎+1)⁄ 𝑒−(𝜎+1)−1 2⁄ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔((𝜎+1)1 2⁄ 𝑥), 

𝑧 = 𝑇 ∙ (1 + (𝜎 + 1)𝑥2)−1 2(𝜎+1)⁄ 𝑒𝛼(𝜎+1)−1 2⁄ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔((𝜎+1)1 2⁄ 𝑥). 

Так что искомые решения в исходных переменных будут иметь следующий вид: 

𝑇(𝑡, 𝑥) = (1 + (𝜎 + 1)𝑥2)1 2(𝜎+1)⁄ 𝑒−𝛼(𝜎+1)−1 2⁄ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔((𝜎+1)1 2⁄ 𝑥) × 

× 𝑤𝛼 (𝑡1 4𝛼(𝜎+1)⁄ 𝑒−(𝜎+1)−1 2⁄ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔((𝜎+1)1 2⁄ 𝑥)), 

где 𝑤𝛼 − искомые функции зависящие от параметра 𝛼 ∈ 𝑅1, 𝛼 ≠ 0. 

Соответствующие уравнению теплопроводности (1.2) редуцированные уравнения в 

данном случае имеют следующий вид: 

𝑦(𝑦𝑧𝜎𝑧𝑦)
𝑦

+ 2𝛼𝑦(𝑧𝜎+1)𝑦 + (1 + (𝜎 + 1)𝛼2)𝑧𝜎+1 = 𝜇(𝛼)𝑦1−4𝛼(𝜎+1)𝑧−(3𝜎+4)𝑧𝑦, 

где 𝜇(𝛼) = 𝛾4
−1 𝛼⁄ = 𝑐𝑎/4𝛼𝑘(𝜎 + 1). 

После осуществления замены переменной 𝜒 = 𝑧𝜎+1 полученное однопараметрическое 

семейство редуцированных уравнений можно представить в следующем виде: 

𝑦2𝜒𝑦𝑦 + 𝜇1(𝛼)𝑦𝜒𝑦 + 𝜇2(𝛼)𝜒 = 𝜇(𝛼)𝑦1−4𝛼(𝜎+1)𝜒−4𝜒𝑦, 

где 𝜇1(𝛼) = 1 + 2𝛼(𝜎 + 1), 𝜇2(𝛼) = 1 + 𝜎 + 𝛼2(𝜎 + 1)2, 𝛼 ∈ 𝑅1 и 𝛼 ≠ 0. 

Напомним, что случай 𝛼 = 0 был рассмотрен в подразделе 4.8. 

6. Выводы. Во II части продолжено исследование выведенного в I части работы 

уравнения теплопроводности для идеального политропного газа в случае 2, т.е. тогда, когда 

между показателями политропы 𝑟  и степенного коэффициента теплопроводности 𝜎 

существует связь в виде равенства: 𝑟 = 3(𝜎 + 1)/(3𝜎 + 4) . Средствами теории групп Ли 

удалось получить новые точные решения, которые пополняют список точных инвариантных 

решений нелинейного уравнения теплопроводности (1.2), установленный ранее в I части 

работы. Именно эти новые решения мы включили в приводимую ниже таблицу 1. В таблицу 

не были включены те точные решения уравнения (1.2), которые можно получить формально 

из формул точных решений из I части работы простым учетом соотношения 𝑏(𝑟) =
−(3𝜎 + 4), причем несмотря на то, что инвариантные свойства полученных таким образом 

решений, вообще говоря, не всегда одинаковы с инвариантными свойствами 

соответствующих точных решений из I части работы. Кроме того, мы решили включить в 

таблицу точное решение (4.11), инвариантное относительно оператора 𝐶3𝑋1 + 𝑋3, зная что 

сама подалгебра 〈𝐶3𝑋1 + 𝑋3〉 не входит в оптимальную систему подалгебр (3.2). Особенность 

формулы (4.11) в том, что из нее при значениях постоянной 𝐶3 = ±1 можно получить как 

частные обе формулы решений (4.9) и (4.10) соответственно.  

Выяснилось, что для некоторых из найденных решений область допустимых значений 

времени сужается. Например, для справедливости формулы решения (4.17), исходное 

неравенство 𝑡 > 0  следует заменить включением 𝑡 ∈ (0, 𝛾4
−1𝐶) , где 𝐶 > 0 –  произвольная 

постоянная интегрирования. Следовательно, для этого решения область допустимых 

значений времени существенно зависит от значений постоянной интегрирования, 

определяемой, как известно, заданием начальных и граничных условий для уравнения (1.2). 

Можно также заметить, что какими бы ни были конкретные значения переменной 𝑥 > 0 и 
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постоянной интегрирования 𝐶 > 0 имеет место следующее предельное соотношение: 

𝑇(𝑡, 𝑥) → ∞ при 𝑡 → 𝛾4
−1𝐶. 

Таблица 1 

  Оператор 
Точные решения уравнения 𝑐𝑎𝑇−(3𝜎+4)𝑇𝑡 = 𝑘(𝑇𝜎𝑇𝑥)𝑥 , являющиеся 

инвариантами указанных слева инфинитезимальных операторов 

№ 

 в тексте 

𝑋1 + 𝑋3 𝑇(𝑡, 𝑥) = (4(𝜎 + 1)𝑡 + 1)−1/4(𝜎+1)(𝐶1(𝐶2 ± 𝑥)2 − 𝛾2(𝐶1))
1/2(𝜎+1)

 (4.9) 

−𝑋1 + 𝑋3    𝑇(𝑡, 𝑥) = (4(𝜎 + 1)𝑡 − 1)−1/4(𝜎+1)(𝐶1(𝐶2 ± 𝑥)2 − 𝛾2(𝐶1))
1/2(𝜎+1)

 (4.10) 

𝐶3𝑋1 + 𝑋3 𝑇(𝑡, 𝑥) = (4(𝜎 + 1)𝑡 + 𝐶3)−1/4(𝜎+1)(𝐶1(𝐶2 ± 𝑥)2 − 𝛾2(𝐶1))
1/2(𝜎+1)

 (4.11) 

𝑋1 + 𝑋5 𝑇(𝑡, 𝑥) = 𝑥1/(𝜎+1)(𝐶4 − 𝛾3 ∙ (𝑡 + (𝜎 + 1)−1𝑥−1))
1/4(𝜎+1)

 (4.15) 

−𝑋1 + 𝑋5 𝑇(𝑡, 𝑥) = 𝑥1/(𝜎+1)(𝐶4 − 𝛾3 ∙ (𝑡 − (𝜎 + 1)−1𝑥−1))
1/4(𝜎+1)

 (4.16) 

𝑋2 + 𝑋5 𝑇(𝑡, 𝑥) = (1 + (𝜎 + 1)𝑥2)1/2(𝜎+1)(𝐶 − 𝛾4𝑡)−1/4(𝜎+1) (4.17) 

 

В табл.1: 𝛾2(𝐶1) = 𝑐𝑎(𝜎 + 1) 𝑘𝐶1⁄ , 𝛾3 = 4𝑐𝑎(𝜎 + 1)2 3𝑘⁄ , 𝛾4 = 4𝑘(𝜎 + 1) 𝑐𝑎⁄  и 𝐶 ∈ (0, ∞) ,  

𝐶1 ∈ 𝑅1\{0}, 𝐶𝑖 ∈ 𝑅1, 𝑖 = 2, 4̅̅ ̅̅̅.   

В заключение II части считаем важным подчеркнуть, что некоторые из найденных 

точных решений на самом деле явлются инвариантами одновременно двух 

инфинитезимальных операторов (см. по этому поводу подраздел 4.4). 

Примечания:  

1. Следует уточнить, что выведенное в [1] нелинейное уравнение теплопроводности 

для идеального политропного газа на самом деле имело следующий вид: 

𝑐𝑎𝑇𝑏(𝑟)𝑇𝑡 = (𝑘0𝑇𝑥)𝑥. 
а переход к уравнению (1.1) был осуществлен после допущения о том, что коэффициент 

теплопроводности 𝑘0  является степенной функцией температуры, т.е. 𝑘0 = 𝑘𝑇𝜎.  

2. Отметим, что формулы точных решений (9.12) и (9.16) из [1] совпадают. 

3. Список приводимых в таблице точных инвариантных решений может быть 

увеличен. Полученные для этой цели редуцированные уравнения (они являются 

обыкновенными нелинейными дифференциальными уравнения II порядка) точные 

нетривиальные решения которых пока не найдены, приведены в подразделе 5. Эти  

редуцированные уравнения, как мы надеемся, позволять читателям при желании быстро 

включиться в поиск еще не найденных точных инвариантных решений нелинейного 

уравнения теплопроводности (1.2). Это задача представляется важной, поскольку, как это мы 

увидели в I части работы, уравнение (1.2) тесно связано с практическими 

термодинамическими соображениями. 
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Politrop qaz üçün istilikkeçirmə tənliyi və onun kəsilməz qrup analizinin bəzi nəticələri (II hissə) 

II hissədə ideal politor qazda baş verən termodinamik prosesləri təsvir edə bilmək üçün çıxarılışı işin I 

hissəsində verilmiş qeyri-xətti istilik-keçirmə tənliyinin dəqiq invariant həlləri Li qrupları nəzəriyyəsi vasitəsi ilə 

tapılmışdır. Tapılmış yeni həlləri işin I hissəsində bu tənlik üçün tapılmış dəqiq invariant həllər siyahısını artırır. 
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Non-linear equation of heat conductivity for polytrophic gas and some results of its continuous group analysis 

(part II) 

New solutions to the one-dimensional nonlinear equation of heat conductivity that was established in the first 

part of our paper are found in Part II. The obtained solutions extend the list of accurate solutions of the equation that 

were found earlier by means of the theory of Lie groups in Part I. 

Keywords: equation of heat conductivity, subalgebra, accurate solutions, invariant 

 
 

Институт Систем Управления НАН Азербайджана                                                                 Представлено   17.04.15 

http://eqworld.ipmnet.ru/en/solutions/ode/ode0303.pdf
http://eqworld.ipmnet.ru/en/solutions/ode/ode0125.pdf

