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ДИСКРЕТНОЙ ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ 

 
Рассматривается одна дискретная задача оптимального управления. Установлено достаточное 

условие оптимальности типа Кротова. 
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1. Введение. В работах [1, 2] для одного класса дискретных задач оптимального 

управления установлен ряд необходимых условий оптимальности первого порядка (аналог 

дискретного условия максимума, линеаризованного условия максимума, аналог уравнения 

Эйлера) и в некоторых случаях исследованы особые случаи. 

В предлагаемой работе для задачи из [1, 2] установлено достаточное условие 

оптимальности типа условий Кротова, используя при этом формализм Кротова-Беллмана [3, 

4]. 

2. Постановка задачи. Пусть требуется минимизировать функционал 

𝑆(𝑢, 𝑣) = 𝜑1(𝑦(𝑥1)) + ∑ 𝜑2(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

.                          (2.1) 

при ограничениях 

𝑧(𝑡 + 1, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡)),   𝑡 = 𝑡0, 𝑡0 + 1, … , 𝑡1 − 1,  

 𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1,                                                         (2.2) 

𝑧(𝑡0, 𝑥) = 𝑦(𝑥), 𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1,                                          (2.3) 

𝑦(𝑥 + 1) = 𝑔(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣(𝑥)), 𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1,                        (2.4) 

𝑦(𝑥0) = 𝑦0,                                                          (2.5) 
𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟 ,     𝑡 = 𝑡0, 𝑡0 + 1, … , 𝑡1 − 1,

𝑣(𝑥) ∈ 𝑉 ⊂ 𝑅𝑞 ,     𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1,
                                 (2.6) 

𝑧(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑍,     𝑡 = 𝑡0, 𝑡0 + 1, … , 𝑡1 − 1,    𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1,

𝑦(𝑥) ∈ 𝑌,     𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1.
                    (2.7) 

Здесь 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢) (𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑣))  заданная 𝑛(𝑚)-мерная вектор-функция непрерывная по 

совокупности переменных, 𝑡0, 𝑡1, 𝑥0, 𝑥1, 𝑦0  заданы, причем разности 𝑡1 − 𝑡0,   𝑥1 − 𝑥0  

есть натуральные числа, 𝜑1(𝑦), 𝜑2(𝑥, 𝑧) – заданные непрерывные по совокупности 

переменных скалярные функции, 𝑢(𝑡) (𝑣(𝑥)) – дискретный 𝑟(𝑞)-мерный вектор управляю-

щих воздействий, 𝑈, 𝑉, 𝑍, 𝑌 – заданные непустые и ограниченные множества. 

Набор (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑥)) назовем допустимым процессом, если он удовлетворяет 

соотношениям (2.1)-(2.7). 

Множество всех допустимых наборов обозначим через 𝑊. Допустимый набор, 

доставляющий минимум функционалу (2.1) при ограничениях (2.2)-(2.7), назовем 

оптимальным управлением. 

Нашей целью является, используя формализм Кротова-Беллмана, доказать достаточное 

условие оптимальности. 

Пусть 𝐾1(𝑥, 𝑧), 𝐾2(𝑥, 𝑧)  некоторые скалярные функции непрерывно дифференци-

руемые по 𝑧, 𝑦 соответственно, при всех 𝑡, 𝑥 соответственно. 
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3. Основной результат. Введем функции 𝑅1(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢), 𝑅2(𝑥, 𝑦, 𝑣) и функционалы 

Φ1(𝑧), Φ2(𝑦) следующим образом 

𝑅1(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢) = 𝐾1(𝑡 + 1, 𝑥, 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢)) − 𝐾1(𝑡, 𝑥, 𝑧),                   (3.1) 

𝑅2(𝑥, 𝑦, 𝑣) = 𝐾2(𝑥 + 1, 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑣)) − 𝐾2(𝑥, 𝑦) + 𝐾1(𝑡0, 𝑥, 𝑦),            (3.2) 

Φ1(𝑧) = ∑ 𝜑2(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ ∑ 𝐾1(𝑡1, 𝑥, 𝑧)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

,                             (3.3) 

Φ2(𝑦) = 𝜑1(𝑦) + 𝐾2(𝑥, 𝑦).                                              (3.4) 

Через (𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑥), 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑦𝜊(𝑥)) обозначим фиксированный допустимый процесс. 

Определение 3.1. Если для допустимого процесса (𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑥), 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑦𝜊(𝑥)) 

существует функция Кротова (𝐾1, 𝐾2) такая, что для произвольного допустимого процесса 

(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑥))  

𝑅1(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊 , 𝑢𝜊) ≥ 𝑅1(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢),                                           (3.5) 

𝑅2(𝑥, 𝑦𝜊 , 𝑣𝜊) ≥ 𝑅2(𝑥, 𝑦, 𝑣),                                             (3.6) 

то будем говорить, что допустимый процесс (𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑥), 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑦𝜊(𝑥)) удовлетворяет 

расширенному условию максимума 5, с.65. 

Сформулируем и докажем достаточное условие оптимальности. 

Теорема 3.1. Если допустимый процесс (𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑥), 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑦𝜊(𝑥)) удовлетворяет 

расширенному условию максимума и минимизирует функционалы (3.3), (3.4), то этот 

допустимый процесс является решением задачи (2.1), (2.7). 

Доказательство. Через (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑥)) обозначим произвольный допустимый 

процесс. Тогда по условию теоремы должны выполняться соотношения  

𝑅1(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊 , 𝑢𝜊) ≥ 𝑅1(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢),                                           (3.7) 

𝑅2(𝑥, 𝑦𝜊 , 𝑣𝜊) ≥ 𝑅2(𝑥, 𝑦, 𝑣),                                             (3.8) 

−𝐺(𝑦𝜊(𝑥1)) − 𝐾2(𝑥, 𝑦𝜊(𝑥1)) ≥ −𝐺(𝑦(𝑥1)) − 𝐾2(𝑥, 𝑦(𝑥1))                   (3.9) 

− ∑ 𝜑2(𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− ∑ 𝐾1(𝑡1, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

≥ − ∑ 𝜑2(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 

− ∑ 𝐾1(𝑡1, 𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

,                                            (3.10) 

Из неравенств (3.7), (3.8), учитывая (3.1), (3.2) получим 

∑ ∑ 𝐾1(𝑡 + 1, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡 + 1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡−1

𝑡=𝑡0

− ∑ ∑ 𝐾1(𝑡1, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

≥ 

≥ ∑ ∑ 𝐾1(𝑡 + 1, 𝑥, 𝑧(𝑡 + 1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡−1

𝑡=𝑡0

− ∑ ∑ 𝐾1(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 .      (3.11) 

∑ 𝐾2 (𝑥 + 1, 𝑔(𝑥, 𝑦𝜊(𝑥), 𝑣𝜊(𝑥)))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− ∑ 𝐾2(𝑥, 𝑦𝜊(𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ ∑ 𝐾1(𝑡0, 𝑥, 𝑦𝜊(𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

≥ 

≥ ∑ 𝐾2 (𝑥 + 1, 𝑔(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑣𝜊(𝑥)))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− ∑ 𝐾2(𝑥, 𝑦(𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ ∑ 𝐾1(𝑡0, 𝑥, 𝑦(𝑥)).

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

(3.12) 

Легко доказать, что  
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∑ ∑ 𝐾1(𝑡 + 1, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡 + 1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

= ∑ 𝐾1(𝑡1, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 

− ∑ 𝐾1(𝑡0, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡0, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ ∑ ∑ 𝐾1(𝑡1, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡−1

𝑡=𝑡0

 ,              (3.13) 

∑ 𝐾2(𝑥 + 1, 𝑦𝜊(𝑥 + 1))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

= 𝐾2(𝑥, 𝑦𝜊(𝑥)) − 𝐾2(𝑥, 𝑦𝜊(𝑥0)) + 

+ ∑ 𝐾2(𝑥, 𝑦𝜊(𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

.                                                (3.14) 

Суммируя неравенства (3.9)-(3.12) и учитывая тождества (3.13), (3.14), будем иметь 

∑ 𝐾1(𝑡1, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− ∑ 𝐾1(𝑡0, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡0, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ ∑ ∑ 𝐾1(𝑡1, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡−1

𝑡=𝑡0

− 

− ∑ ∑ 𝐾1(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡−1

𝑡=𝑡0

+ 𝐾2(𝑥1, 𝑦𝜊(𝑥1)) − 𝐾1(𝑥0, 𝑦𝜊(𝑥0)) + 

+ ∑ 𝐾2(𝑥, 𝑦𝜊(𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ ∑ 𝐾1(𝑡0, 𝑥, 𝑦𝜊(𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 𝜑1(𝑦𝜊(𝑥1)) − 𝐾2(𝑥1, 𝑦𝜊(𝑥1)) − 

− ∑ 𝜑2(𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− ∑ 𝐾1(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥1))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

≥ ∑ 𝐾1(𝑡1, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥1))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 

− ∑ 𝐾1(𝑡0, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡0, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ ∑ ∑ 𝐾1(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡−1

𝑡=𝑡0

− ∑ ∑ 𝐾1(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡−1

𝑡=𝑡0

+ 

+𝐾2(𝑥1, 𝑦(𝑥1)) − 𝐾2(𝑥0, 𝑦(𝑥0)) + ∑ 𝐾2(𝑥, 𝑦(𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− ∑ 𝐾2(𝑥, 𝑦(𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ 

+ ∑ 𝐾1(𝑡0, 𝑥, 𝑦(𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 𝜑1(𝑦𝜊(𝑥1)) − 𝐾2(𝑥1, 𝑦(𝑥1)) − ∑ 𝜑2(𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 

− ∑ 𝐾1(𝑡1, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 . 

Группируя подобные члены, будем иметь 

𝐾2(𝑥0, 𝑦𝜊(𝑥0)) − 𝜑1(𝑦𝜊(𝑥1)) − ∑ 𝜑2(𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

≥ 𝐾2(𝑥0, 𝑦(𝑥0)) − 

−𝜑1(𝑦(𝑥1)) − ∑ 𝜑2(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

.                          (3.15) 

Из (3.15), в силу того, что 𝑦(𝑥0) = 𝑦𝜊(𝑥) имеем  

𝑆(𝑢𝜊 , 𝑣𝜊) = 𝑆(𝑢, 𝑣) 



Transaction of Azerbaijan National Academy of Sciences, Series of Physical-Technical and 

Mathematical Sciences: Informatics and Control Problems, Vol. XXXVI, No.3, 2016 

www.icp.az/2016/3-02.pdf 

 

14 

Отсюда, в силу произвольности допустимого процесса (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑥)), прихо-

дим к доказательству теоремы. 

Теперь предположим, что множества 𝑍, 𝑌 открыты, а множества 

𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑈) = {𝛼 ∶   𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢), 𝑢 ∈ 𝑈}, 
𝑔(𝑥, 𝑦𝜊(𝑥), 𝑉) = {𝛽 ∶   𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦𝜊(𝑥), 𝑣), 𝑣 ∈ 𝑉}                    (3.16) 

выпуклы. 

Из соотношений (3.7), (3.8) в силу открытости множеств 𝑍, 𝑌 следует, что вдоль опти-

мального процесса (𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑥), 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑦𝜊(𝑥)) 

𝜕𝑅1(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊 , 𝑢𝜊)

𝜕𝑧
= 0,                                              (3.17) 

𝜕𝑅2(𝑥, 𝑦𝜊 , 𝑣𝜊)

𝜕𝑦
= 0.                                                 (3.18) 

𝑅1(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊 , 𝑢𝜊) ≥ 𝑅1(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢),                                           (3.19) 

𝑅2(𝑥, 𝑦𝜊 , 𝑣𝜊) ≥ 𝑅2(𝑥, 𝑦, 𝑣),                                             (3.20) 

Из (3.71), (3.18) с учетом (3.1), (3.2) имеем 

𝜕𝐾1(𝑡 + 1, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡 + 1, 𝑥))

𝜕𝑧(𝑡 + 1, 𝑥)

𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑢𝜊(𝑡))

𝜕𝑧(𝑡, 𝑥)
−

𝜕𝐾1(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧(𝑡, 𝑥)
= 0,      (3.21) 

𝜕𝐾1
′(𝑥 + 1, 𝑦𝜊(𝑥 + 1))

𝜕𝑦(𝑥 + 1)

𝑔(𝑥, 𝑦𝜊(𝑥), 𝑣𝜊(𝑥))

𝜕𝑦(𝑥)
−

𝜕𝐾2(𝑥, 𝑦𝜊(𝑥))

𝜕𝑦(𝑥)
+ 

+
𝜕𝐾1(𝑡0, 𝑥, 𝑦𝜊(𝑥))

𝜕𝑦(𝑥)
= 0.                                             (3.22) 

Далее из уравнений Эйлера для функционалов (3.3), (3.4) имеем 

𝜕𝐾1(𝑡1, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧(𝑡1, 𝑥)
= −

𝜕𝜑2(𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧(𝑡1, 𝑥)
,                                            (3.23) 

𝜕𝐾2(𝑥, 𝑦𝜊(𝑥1))

𝜕𝑦(𝑥1)
= −

𝜕𝜑1(𝑦𝜊(𝑥1))

𝜕𝑦(𝑥1)
.                                               (3.24) 

Введем обозначения  

𝜓𝜊(𝑡, 𝑥) =
𝜕𝐾1(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡 + 1, 𝑥))

𝜕𝑧(𝑡 + 1, 𝑥)
, 

𝑝𝜊(𝑥) =
𝜕𝐾2(𝑥, 𝑦𝜊(𝑥 + 1))

𝜕𝑦(𝑥 + 1)
.                                               (3.25) 

Тогда из (3.21), (3.22) соответственно следует, что 

𝜓𝜊(𝑡 − 1, 𝑥) = 𝜓𝜊′
(𝑡, 𝑥) 

𝜕𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑢𝜊(𝑡))

𝜕𝑧
,                            (3.26) 

𝜓𝜊(𝑡1 − 1, 𝑥) = −
𝜕𝜑2(𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧(𝑡1, 𝑥)
.                                           (3.27) 

𝑝𝜊(𝑥 − 1) =
𝜕𝑔(𝑥, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑣𝜊(𝑡))

𝜕𝑦
𝑝𝜊(𝑥),                            (3.28) 

𝑝𝜊(𝑥1 − 1) = −
𝜕𝜑1(𝑦𝜊(𝑥1))

𝜕𝑦
𝑝𝜊(𝑥).                            (3.29) 

Полагая 

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢, 𝜓𝜊(𝑡, 𝑥)) = 𝜓𝜊′(𝑡, 𝑥) 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢), 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑝𝜊(𝑥)) = 𝑝𝜊′
(𝑥) 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑣) 
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и учитывая выпуклость множеств (3.16) из (3.19)-(3.20) по схеме, например из [6, с.36] 

получаем, что 

max
𝑢∈𝑈

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑢, 𝜓𝜊(𝑡, 𝑥)) = 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑢𝜊(𝑡), 𝜓𝜊(𝑡, 𝑥)), 

max
𝑣∈𝑉

𝑀(𝑥, 𝑦𝜊(𝑥), 𝑣, 𝑝𝜊(𝑥)) = 𝑀(𝑥, 𝑦𝜊(𝑥), 𝑣𝜊(𝑥), 𝑝𝜊(𝑥)). 

Сформулируем полученный результат. 

Теорема 3.2. При сделанных предположениях для оптимальности допустимого управ-

ления (𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑥)) в задаче (2.1)-(2.7) необходимо, чтобы выполнялись соотношения 

max
𝑢∈𝑈

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑢, 𝜓𝜊(𝑡, 𝑥)) = 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑢𝜊(𝑡), 𝜓𝜊(𝑡, 𝑥)),   

𝑡 = 𝑡0, … , 𝑡1 − 1,    𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1, 

max
𝑣∈𝑉

𝑀(𝑥, 𝑦𝜊(𝑥), 𝑣, 𝑝𝜊(𝑥)) = 𝑀(𝑥, 𝑦𝜊(𝑥), 𝑣𝜊(𝑥), 𝑝𝜊(𝑥)),   𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1. 

4. Выводы. Используя формализм Беллмана-Кротова доказано достаточное условие 

оптимальности в одной дискретной задаче управления, представляющей собой дискретный 

аналог задачи А.М.Москаленко из [7, с.68-69].  
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