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ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ ОПТИМАЛЬНОСТИ ТИПА КРОТОВА В ОДНОЙ 

ГИБРИДНОЙ ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ ТИПА РОССЕРА 

 
Рассматривается задача оптимального управления гибридными системами типа Россера. Получено 

достаточное условие оптимальности типа Кротова. Из него, в частности, получен аналог условия максимума 

Понтрягина. 
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1. Введение. Многие процессы из теории автоматов, физики и техники описываются 

так называемыми системами Россера 1-3. В работах 4-9 рассмотрены граничные задачи 

оптимального управления типа Россера, доказан ряд необходимых условий оптимальности 

первого порядка при различных предположениях и исследованы случаи их вырождения. 

В предлагаемой работе для одной задачи оптимального управления типа Россера 

доказано достаточное условие оптимальности типа Кротова 7, 8. 

В частности, из установленного достаточного условия оптимальности выведено 

необходимое условие оптимальности в форме принципа максимума Понтрягина 9, 10. 

2. Постановка задачи. Пусть требуется минимизировать функционал 

𝑆(𝑢, 𝑎, 𝑧, 𝑢) = ∑ 𝐺(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ ∫ 𝑄(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑥1))

𝑡1

𝑡0

+ 𝜑(𝑎(𝑥1))                        (2.1) 

при ограничениях 

𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟 ,        𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1,                                        (2.2) 

(𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) ∈ 𝑍 × 𝑌,          𝑡 ∈ 𝑇,       𝑥 ∈ 𝑋 ∪ 𝑥1, 

𝑎(𝑥) ∈ 𝐴,            𝑥 ∈ 𝑋 ∪ 𝑥1, 
𝜕𝑧(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦),                                                             (2.3) 

𝑦(𝑡, 𝑥 + 1) = 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) , 
𝑧(𝑡0, 𝑥) = 𝑎(𝑥),

𝑦(𝑡, 𝑥0) = 𝑏(𝑡),
                                                                       (2.4) 

где 𝑎(𝑥) является решением задачи Коши 

𝑎(𝑥 + 1) = 𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥)),    𝑥 ∈ 𝑋,

𝑎(𝑥0) = 𝑎0.
                                             (2.5) 

Здесь 𝐺(𝑥, 𝑧), 𝑄(𝑡, 𝑥), 𝜑(𝑎) – заданные скалярные функции непрерывные по 

совокупности переменных, 𝑈, 𝑍, 𝑌, 𝐴 – заданные непустые и ограниченные множества, 

𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦), 𝐹(𝑥, 𝑎, 𝑢) (𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦)) – заданные (заданная) 𝑛(𝑚)-мерные (мерная) вектор-

функции (вектор-функция) непрерывные (непрерывная) по совокупности переменных, 𝑏(𝑡) – 

заданная m-мерная непрерывная вектор-функция, 𝑎0 – заданный постоянный вектор, 𝑢(𝑥) – 

𝑟-мерный вектор управляющих воздействий со значениями из 𝑈. 

Квартет (𝑢(𝑥), 𝑎(𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)), удовлетворяющий вышеприведенным ограничени-

ям (2.2)-(2.5), назовем допустимым процессом. 

Множество всех допустимых процессов обозначим через 𝑊. 
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3. Основной результат. Допустим, что заданы скалярные функции 𝐾𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧), 
𝐾𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝐾𝑎(𝑥, 𝑎), причем 𝐾𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧) непрерывна по (𝑡, 𝑧) при всех 𝑥 вместе с 

𝜕𝐾𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧) 𝜕𝑧⁄ , 𝜕𝐾𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧) 𝜕𝑡⁄ ; 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑦) непрерывна по (𝑡, 𝑦) при всех 𝑥, 𝐾𝑎(𝑥, 𝑎) 

непрерывна по 𝑎 при всех 𝑥. 

Множество функций {𝐾𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧), 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝐾𝑎(𝑥, 𝑎)} с вышеприведенными свойствами 

обозначим через Φ и назовем множеством функций Кротова для рассматриваемой задачи. 

Пусть (𝐾𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧), 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝐾𝑎(𝑥, 𝑎)) некоторая функция Кротова из семейства Φ. С 

его помощью определим следующие функции и функционалы 

𝑅1(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦) =
𝜕𝐾𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧)

𝜕𝑡
+

𝜕𝐾𝑧′
(𝑡, 𝑥, 𝑧)

𝜕𝑧
 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦) + 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥 + 1, 𝑦(𝑡, 𝑥 + 1)) − 

−𝐾𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑦(𝑡, 𝑥)),                                                             (3.1) 

𝑅2(𝑥, 𝑎, 𝑢) = 𝐾𝑎(𝑥 + 1, 𝑎(𝑥 + 1)) − 𝐾𝑎(𝑥, 𝑎(𝑥)) + 𝐾𝑧(𝑡0, 𝑥, 𝑧(𝑡0, 𝑥)),                 (3.2) 

Γ1(𝑧, 𝑦) = ∑ [𝐺(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥)) + 𝐾𝑧(𝑡1, 𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))]

𝑥1

𝑥=𝑥0

+ 

+ ∫ [𝑄(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑥1)) + 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥1, 𝑦(𝑡, 𝑥1))] 𝑑𝑡 

𝑡1

𝑡0

,                                          (3.3) 

Γ2(𝑎) = 𝐾𝑎(𝑥1, 𝑎(𝑥1)) + 𝜑(𝑎(𝑥1)).                                                    (3.4) 

Определение 3.1. Если для фиксированного допустимого процесса (𝑢𝜊(𝑥),

𝑎𝜊(𝑥),  𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥)) существует функция Кротова (𝐾𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧), 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑦),  𝐾𝑎(𝑥, 𝑎)) 

такая, что для всех допустимых процессов (𝑢(𝑥), 𝑎(𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥))  

𝑅1(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥)) ≥ 𝑅1(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)), 

𝑅2(𝑥, 𝑎𝜊(𝑥), 𝑢𝜊(𝑥)) ≥ 𝑅2(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥)),                                     (3.5) 

то будем говорить, что процесс (𝑢𝜊(𝑥), 𝑎𝜊(𝑥), 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥)) удовлетворяет расширенному 

условию максимума. 

Теорема 3.1. Если допустимый процесс (𝑢𝜊(𝑥), 𝑎𝜊(𝑥), 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥)) удовлетворяет 

расширенному условию максимума и минимизирует функционалы (3.3), (3.4), то он является 

решением задачи (2.1)-(2.2). 

Доказательство. Через (𝑢(𝑥), 𝑎(𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) обозначим произвольный допусти-

мый процесс. В силу условий теоремы ясно, что (3.1)-(3.4), (3.5): 

∫ ∑ [
𝜕𝐾𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑡
+

𝜕𝐾𝑧′
(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧
 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) +

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

+𝐾𝑦(𝑡, 𝑥 + 1, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥 + 1)) − 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥))] ≥ ∫ ∑ [
𝜕𝐾𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑡
+

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1

𝑡0

    (3.6) 

+
𝜕𝐾𝑧′

(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧
 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦) + 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥 + 1, 𝑦(𝑡, 𝑥 + 1)) − 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑦(𝑡, 𝑥))] 𝑑𝑡, 

− ∑ [𝐺(𝑥, 𝑧0(𝑡1, 𝑥)) + 𝐾𝑧(𝑡1, 𝑥, 𝑧0(𝑡1, 𝑥))]

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− ∫ [𝑄(𝑡, 𝑦0(𝑡, 𝑥1)) + 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥1, 𝑦0(𝑡, 𝑥1))]𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

≥ 
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≥ − ∑ [𝐺(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥)) + 𝐾𝑧(𝑡1, 𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))]

𝑥1

𝑥=𝑥0

− 

− ∫ [𝑄(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑥1)) + 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥1, 𝑦(𝑡, 𝑥1))]𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

,                                    (3.7) 

∑ [𝐾𝑎(𝑥 + 1, 𝑎𝜊(𝑥 + 1)) − 𝐾𝑎(𝑥, 𝑎𝜊(𝑥))]

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ ∑ 𝐾𝑧(𝑡0, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡0, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

≥ 

≥ ∑ [𝐾𝑎(𝑥 + 1, 𝑎(𝑥 + 1)) − 𝐾𝑎(𝑥, 𝑎(𝑥))]

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ ∑ 𝐾𝑧(𝑡0, 𝑥, 𝑧(𝑡0, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

,            (3.8) 

−𝐾𝑎(𝑥1, 𝑎𝜊(𝑥1)) − 𝜑(𝑎𝜊(𝑥1)) ≥ −𝐾𝑎(𝑥1, 𝑎(𝑥1)) − 𝜑(𝑎(𝑥1)).                    (3.9) 

Суммируя неравенства (3.6)-(3.9), будем иметь  

∫ ∑ [
𝑑𝐾𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥))

𝑑𝑡
+ 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥 + 1, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥 + 1)) − 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥))] 𝑑𝑡 +

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

+ ∑ [𝐾𝑎(𝑥 + 1, 𝑎𝜊(𝑥 + 1)) − 𝐾𝑎(𝑥, 𝑎𝜊(𝑥))]

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ ∑ 𝐾𝑧(𝑡0, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡0, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 

−𝐾𝑎(𝑥1, 𝑎𝜊(𝑥1)) − 𝜑(𝑎𝜊(𝑥1)) − ∑ [𝐺(𝑥, 𝑧0(𝑡1, 𝑥)) + 𝐾𝑧(𝑡1, 𝑥, 𝑧0(𝑡1, 𝑥))]

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 

− ∫ [𝑄(𝑡, 𝑦0(𝑡, 𝑥1)) + 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥1, 𝑦0(𝑡, 𝑥1))]𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

≥ 

≥ ∫ ∑ [
𝑑𝐾𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥))

𝑑𝑡
+ 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥 + 1, 𝑦(𝑡, 𝑥 + 1)) − 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑦(𝑡, 𝑥))] 𝑑𝑡 +

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

+ ∑ [𝐾𝑎(𝑥 + 1, 𝑎(𝑥 + 1)) − 𝐾𝑎(𝑥, 𝑎(𝑥))]

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ ∑ 𝐾𝑧(𝑡0, 𝑥, 𝑧(𝑡0, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 

−𝐾𝑎(𝑥1, 𝑎(𝑥1)) − 𝜑(𝑎(𝑥1)) − ∑ [𝐺(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥)) + 𝐾𝑧(𝑡1, 𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))]

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 

− ∫ [𝑄(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑥1)) + 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥1, 𝑦(𝑡, 𝑥1))]𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

. 

Следовательно, 

∑ [𝐾𝑧(𝑡1, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥)) − 𝐾𝑧(𝑡0, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡0, 𝑥))] −

𝑥1−1

𝑥=𝑥0
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− ∫ [𝐾𝑦(𝑡, 𝑥1, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥1)) − 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥1, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥0))]𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− ∫ ∑ 𝐾(𝑡, 𝑥1, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥))𝑑𝑡 +

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

+ ∫ ∑ 𝐾(𝑡, 𝑥1, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥))𝑑𝑡 +

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1

𝑡0

∑ 𝐾𝑧(𝑡0, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡0, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ 𝐾𝑎(𝑥1, 𝑎𝜊(𝑥1)) − 𝐾𝑎(𝑥0, 𝑎𝜊(𝑥0)) + 

+ ∑ 𝐾𝑎(𝑥, 𝑎𝜊(𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− ∑ 𝐾𝑎(𝑥, 𝑎𝜊(𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 𝐾𝑎(𝑥1, 𝑎𝜊(𝑥1)) − 𝜑(𝑎𝜊(𝑥1)) − 

− ∑ 𝐺(𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− ∑ 𝐾𝑧(𝑡0, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− ∫ 𝑄(𝑡, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥1))𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥1, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥1))𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

≥ ∑ [𝐾𝑧(𝑡1, 𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥)) − 𝐾𝑧(𝑡0, 𝑥, 𝑧(𝑡0, 𝑥))] −

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

− ∫ [𝐾𝑦(𝑡, 𝑥1, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥1)) − 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥1, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥0))]𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− ∫ ∑ 𝐾(𝑡, 𝑥, 𝑦(𝑡, 𝑥))𝑑𝑡 +

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

+ ∫ ∑ 𝐾(𝑡, 𝑥, 𝑦(𝑡, 𝑥))𝑑𝑡 +

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1

𝑡0

∑ 𝐾𝑧(𝑡0, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡0, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ 𝐾𝑎(𝑥1, 𝑎𝜊(𝑥1)) − 𝐾𝑎(𝑥0, 𝑎𝜊(𝑥0)) + 

+ ∑ 𝐾𝑎(𝑥, 𝑎(𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− ∑ 𝐾𝑎(𝑥, 𝑎(𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 𝐾𝑎(𝑥1, 𝑎(𝑥1)) − 𝜑(𝑎(𝑥1)) − ∑ 𝐺(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 

− ∑ 𝐾𝑧(𝑡1, 𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− ∫ 𝑄(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑥1))𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− ∫ 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥1, 𝑦(𝑡, 𝑥1))𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

. 

Отсюда следует, что 

− ∫ 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥0, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥0))𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− 𝐾𝑎(𝑥0, 𝑎𝜊(𝑥0)) − 𝜑(𝑎𝜊(𝑥1)) − ∑ 𝐺(𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 

− ∫ 𝑄(𝑡, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥1))𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

≥ − ∫ 𝐾𝑦(𝑡, 𝑥0, 𝑦(𝑡, 𝑥0))𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− 𝐾𝑎(𝑥0, 𝑎(𝑥0)) − 𝜑(𝑎(𝑥1)) − 

− ∑ 𝐺(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− ∫ 𝑄(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑥1))𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

 . 

Таким образом получаем, что 

𝜑(𝑎𝜊(𝑥1)) + ∑ 𝐺(𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− ∫ 𝑄(𝑡, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥1))𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

≤ 𝜑(𝑎(𝑥1)) − 
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+ ∑ 𝐺(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ ∫ 𝑄(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑥1))𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

 , 

т.е. 

𝑆(𝑢𝜊, 𝑣𝜊) ≤ 𝑆(𝑢, 𝑣).                                                       (3.10) 

Из (3.10), в силу произвольности допустимого процесса (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑥), 𝑎(𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥)), полу-

чаем утверждение теоремы. 

Теперь предположим, что множества 𝑍, 𝑌, 𝐴 открыты, а функции 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦), 
𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦), 𝐹(𝑥, 𝑎, 𝑢) при всех фиксированных 𝑥 непрерывны по совокупности переменных 

вместе с частными производными 𝑓𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦), 𝑓𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦), 𝑔𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦), 𝑔𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦), 

𝐹𝑎(𝑥, 𝑎, 𝑢). 

Пусть допустимый процесс (𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑥), 𝑎𝜊(𝑥), 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥)) удовлетворяет расши-

ренному условию максимума и минимизирует функционалы (3.3), (3.4). 

По предположению множества 𝑍, 𝑌, 𝐴 открыты. Поэтому получаем, что 

 

𝜕𝑅1(∙)

𝜕𝑧(𝑡, 𝑥 )
|

(𝑢𝜊(𝑡),𝑣𝜊(𝑥),𝑎𝜊(𝑥),𝑧𝜊(𝑡,𝑥),𝑦𝜊(𝑡,𝑥))

=
𝜕2𝐾𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊)

𝜕𝑡 𝜕𝑧
+

𝜕2𝐾𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊)

𝜕𝑧2
 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊 , 𝑦𝜊) + 

+
𝜕𝐾𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊)

𝜕𝑧
 
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊 , 𝑦𝜊)

𝜕𝑧
+

𝜕𝐾𝑦(𝑡, 𝑥 + 1, 𝑦(𝑡, 𝑥 + 1))

𝜕𝑦(𝑡, 𝑥 + 1)
 
𝜕𝑔𝜊(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊 , 𝑦𝜊)

𝜕𝑧
= 0 , (3.11) 

𝜕𝑅1(∙)

𝜕𝑦
|

(𝑢𝜊(𝑡),𝑣𝜊(𝑥),𝑎𝜊(𝑥),𝑧𝜊(𝑡,𝑥),𝑦𝜊(𝑡,𝑥))

=
𝜕𝐾𝑧′

(𝑡, 𝑥, 𝑧)

𝜕𝑧
 
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦)

𝜕𝑧
+ 

+
𝜕𝐾𝑦(𝑡, 𝑥 + 1, 𝑦(𝑡, 𝑥 + 1))

𝜕𝑦(𝑡, 𝑥 + 1)
 
𝜕𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊 , 𝑦𝜊)

𝜕𝑦(𝑡, 𝑥)
−

𝜕𝐾𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑦(𝑡, 𝑥)
= 0 ,   (3.12) 

𝜕𝑅1(∙)

𝜕𝑎
|

(𝑢𝜊(𝑡),𝑣𝜊(𝑥),𝑎𝜊(𝑥),𝑧𝜊(𝑡,𝑥),𝑦𝜊(𝑡,𝑥))

=
𝜕𝐾𝑎(𝑥 + 1, 𝑎𝜊(𝑥 + 1))

𝜕𝑎(𝑥 + 1)
 
𝜕𝐹(𝑥, 𝑎𝜊(𝑥), 𝑢𝜊(𝑥))

𝜕𝑎(𝑥)
− 

−
𝜕𝐾𝑎(𝑥, 𝑎𝜊(𝑥))

𝜕𝑎(𝑥)
+

𝜕𝐾𝑧(𝑡0, 𝑥, 𝑎𝜊(𝑥))

𝜕𝑎(𝑥)
= 0 .                                (3.13) 

𝑅2(𝑥, 𝑎𝜊(𝑥), 𝑢𝜊(𝑥)) ≥ 𝑅2(𝑥, 𝑎𝜊(𝑥), 𝑢(𝑥)),                                     (3.14) 

Далее, из уравнения Эйлера для функционалов (3.3), (3.4) имеем 

𝜕𝐺 (𝑥, 𝑧𝜊(𝑧(𝑡1, 𝑥)))

𝜕𝑧
= −

𝜕𝐾𝑧(𝑡1, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧
 ,                              (3.15) 

𝜕𝑄(𝑡, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥1))

𝜕𝑦
= −

𝜕𝐾𝑦(𝑡, 𝑥1, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥1))

𝜕𝑦
 ,                                  (3.16) 

𝜕𝐾𝑎(𝑥1, 𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎
= −

𝜕𝜑(𝑎𝜊(𝑥1))

𝜕𝑎
 .                                          (3.17) 

Положим 

𝑝𝜊(𝑡, 𝑥) =
𝜕𝐾𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧
 , 

𝑞𝜊(𝑡, 𝑥) = −
𝜕𝐾𝑦(𝑡, 𝑥 + 1, 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥 + 1))

𝜕𝑦(𝑡, 𝑥 + 1)
 ,                                     (3.18) 

Ψ𝜊(𝑥) =
𝜕𝐾𝑎(𝑎𝜊(𝑥 + 1))

𝜕𝑎(𝑥 + 1)
 , 
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𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦, 𝑝𝜊 , 𝑞𝜊) = 𝑝𝜊 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦) + 𝑞𝜊 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦), 
𝑀(𝑥, 𝑎, 𝑢, 𝜓𝜊) = 𝜓𝜊 𝐹(𝑥, 𝑎, 𝑢) . 

С учетом обозначений (3.18) из (3.11)-(3.13), имеем 

𝜕𝑝𝜊(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+ 𝑝𝜊′

(𝑡, 𝑥)  
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑦
+ 𝑞𝜊(𝑡, 𝑥) 

𝜕𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧
= 0 , 

𝑝𝜊(𝑡, 𝑥) 
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑦
+ 𝑞𝜊(𝑡, 𝑥) 

𝜕𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧
− 𝑞𝜊(𝑡, 𝑥 − 1) = 0 , 

𝜓𝜊(𝑥) 
𝜕𝐹(𝑥, 𝑎𝜊(𝑥), 𝑢𝜊(𝑥))

𝜕𝑎(𝑥)
− 𝜓𝜊(𝑥 − 1) + 𝑝𝜊(𝑡0, 𝑥) = 0.                  (3.19) 

Отсюда, принимая во внимание обозначения (3.18) и соотношения (3.15)-(3.17), будем 

иметь 

𝑝𝜊(𝑡1, 𝑥) = −
𝜕𝐺 (𝑥, 𝑧𝜊(𝑧(𝑡1, 𝑥)))

𝜕𝑧
 , 

𝑞𝜊(𝑡, 𝑥 − 1) =
𝜕𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑦𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑝𝜊(𝑡, 𝑥), 𝑞𝜊(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑦
 , 

𝑞(𝑡, 𝑥1 − 1) = −
𝜕𝑄(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑥1))

𝜕𝑦
 ,                               (3.20) 

𝜓𝜊(𝑥 − 1) =
𝜕𝑀(𝑥, 𝑎𝜊(𝑥), 𝑢𝜊(𝑥))

𝜕𝑎
+ 𝑝𝜊(𝑡0, 𝑥) , 

𝜓𝜊(𝑥1 − 1) = −
𝜕𝜑(𝑎𝜊(𝑥1))

𝜕𝑎
 . 

Далее предположим, что множество 

𝐹(𝑥, 𝑎𝜊(𝑥), 𝑈) = {𝛼 ∶   𝛼 = 𝐹(𝑥, 𝑎𝜊(𝑥), 𝑢), 𝑢 ∈ 𝑈}                                    (3.21) 

выпуклое. 

Тогда по схеме, изложенной, например, в 11, с.35-45, с учетом обозначений (3.18), из 

(3.14) получим, что 

𝜓𝜊′
(𝑥) 𝐹(𝑥, 𝑎𝜊(𝑥), 𝑢𝜊(𝑥)) ≥ 𝜓𝜊′

(𝑥) 𝐹(𝑥, 𝑎𝜊(𝑥), 𝑢) 

для всех 𝑢 ∈ 𝑈.  
А это означает, что 

max
𝑢∈𝑈

𝑀(𝑥, 𝑎𝜊(𝑥), 𝑢, 𝜓𝜊(𝑥)) = 𝑀(𝑥, 𝑎𝜊(𝑥), 𝑢𝜊(𝑥), 𝜓𝜊(𝑥)) .                   (3.22) 

Сформулируем полученный результат. 

Теорема 3.2. Если множество (3.21) выпукло, то для оптимальности допустимого 

управления 𝑢𝜊(𝑥) в задаче (2.1)-(2.5) необходимо, чтобы соотношение (3.22) выполнялось 

для всех 𝑥 ∈ 𝑋. 

4. Выводы. В работе рассматривается задача оптимального управления одной 

гибридной системой типа Россера. Установлено достаточное условие оптимальности с 

помощью функций Беллмана-Кротова. Из него при некоторых дополнительных 

ограничениях выведен аналог дискретного условия максимума Понтрягина 9,10]. 
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UOT 517.9 

 

A.Y. Cabbarova 

Rosser tipli bir hibrid idarəetmə məsələsində optimallıq üçün Krotov tipli kafi şərt 

İşdə Rosser tipli bir hibrid optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. Optimallıq üçün Krotov tipli kafi şərt 

alınmışdır. Bu kafi şərtdən baxılan məsələ üçün Pontryaginin maksimum şərtinin analoqu alınmışdır. 

Açar sözlər: Rosser tipli sistem, optimallıq üçün kafi şərt, maksimum prinsipi, hibrid sistem 

 

 

A.Y. Jabbarova 

On Krotovs type sufficient optimality condition in Roesser type hybrid systems 

The paper conciders one hybrid optimal control problem tof he Roesser type. Krotov type sufficient condition is 

obtained. 

Keywords: Roesser type system, sufficient optimality condition, maximum principle, hybrid sistems 
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