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УДК 517.917.52 

 

Н.Г. АБДУЛЛАЕВА, К.Б. МАНСИМОВ 

 

ОБ ОДНОЙ МИНИМАКСНОЙ ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫМИ  

УРАВНЕНИЯМИ ТИПА ВОЛЬТЕРРА 

 
Рассматривается задача о минимуме функционала типа максимума на решениях системы 

интегральных уравнений типа Вольтерра. Получен ряд необходимых условий оптимальности первого порядка. 

Ключевые слова: интегральное уравнение типа Вольтерра, задача на минимакс, необходимое условие 

оптимальности, принцип максимума Понтрягина 

 

1. Введение. Задачи оптимального управления с гладким критерием качества, 

описываемые интегральными уравнениями типа Вольтерра, изучены в ряде работ 1-4. 

Но многие процессы более адекватно описываются с негладким функционалом 

качества 5-7. Таким задачам относятся также задачи оптимального управления с 

функционалом типа максимум. В работах 5-7 и др. исследованы задачи оптимального 

управления описываемые дифференциальными уравнениями с функционалом типа 

максимум. 

Предлагаемая же работа посвящена изучению одной задачи оптимального управления с 

функционалом качества типа максимум, описываемая интегральным уравнением типа 

Волтерра. 

Установлены необходимые условия оптимальности первого порядка. 

2. Постановка задачи. Рассмотрим управляемый процесс, описываемый системой 

интегральных уравнений типа Вольтерра. 

𝑥(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑦) 𝑑𝑠 

𝑡

𝑡0

,     𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1] .                                   (2.1) 

Здесь 𝑦 – 𝑚-мерный вектор из 𝑌, где 𝑌 – компактное множество из 𝑅𝑚, 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑢, 𝑦) – 

заданная n-мерная вектор-функция, непрерывная в 𝑇 × 𝑇 × 𝑅𝑛 × 𝑅𝑟 × 𝑅𝑚 вместе с частными 

производными по 𝑥, и выполняющая условию Липшица по и, а 𝑡0, 𝑡1 – заданы. 

В качестве допустимых управлений рассматриваются кусочно-непрерывные (с 

конечным числом точек разрыва первого рода) – 𝑟-мерные вектор-функции управляющих 

воздействий со значениями из заданного непустого и ограниченного множества 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟: 
𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ,      𝑡 ∈ 𝑇 .                                                            (2.2) 

Рассмотрим терминальный функционал 

𝐽(𝑢) = max
𝑦∈𝑌

𝜑(𝑥(𝑡1, 𝑦), 𝑦),                                                     (2.3) 

где 𝜑(𝑥, 𝑦) – заданная скалярная функция, непрерывная по совокупности переменных вместе 

с 𝜑𝑥(𝑥, 𝑦). 
Требуется минимизировать функционал (2.3) при ограничениях (2.1)-(2.2) (задача (2.1)-

(2.3)). При этом предполагается, что в задаче (2.1)-(2.3) существует управление 𝑢𝜊(𝑡) и 

соответствующее семейство решений {𝑥𝜊(𝑡, 𝑦),   𝑦 ∈ 𝑌} системы (2.1), доставляющие 

минимум функционалу (2.3). 

3. Основные результаты. Считая 𝑢𝜊(𝑡) оптимальным управлением, введем множество 

𝑌𝜊 = {𝑦 ∈ 𝑌:   𝜑(𝑥𝜊(𝑡1, 𝑦), 𝑦)} = max
𝑦̅∈𝑌

𝜑(𝑥(𝑡1, 𝑦̅), 𝑦̅) .  

Множество 𝑌𝜊 есть компакт 5-8. 

Введем функцию Гамильтона-Понтрягина 
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𝐻(𝑡, 𝑦, 𝑥(𝑡, 𝑦), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑦)) = −𝜑′
𝑥

(𝑥(𝑡1, 𝑦), 𝑦) 𝑓(𝑡1, 𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑦), 𝑢(𝑡), 𝑦) + 

+ ∫ 𝜓′(𝑠, 𝑦) 𝑓(𝑠, 𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑦), 𝑢(𝑡), 𝑦) 𝑑𝑠

𝑡1

𝑡

 

и обозначение 

Δ𝑢(𝑡)𝐻(𝑡, 𝑦, 𝑥(𝑡, 𝑦), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑦)) = 𝐻(𝑡, 𝑦, 𝑥(𝑡, 𝑦), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑦)) − 𝐻(𝑡, 𝑦, 𝑥(𝑡, 𝑦), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑦)) . 

Здесь 𝜓(𝑡, 𝑦) 𝑛-мерная вектор-функция, являющаяся решениям интегрального 

уравнения 

𝜓(𝑡, 𝑦) = ∫ 𝑓𝑥
′(𝑠, 𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑦), 𝑢(𝑡), 𝑦) 𝜓(𝑠, 𝑦) 𝑑𝑠

𝑡1

𝑡

− 𝜑𝑥
′(𝑥(𝑡1, 𝑦), 𝑦) 𝑓𝑥(𝑡1, 𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑦), 𝑢(𝑡), 𝑦) .  (3.1) 

Далее через 𝑅(𝑡, 𝜏, 𝑦) обозначим резольвенту линеаризованной задачи, являющуюся 

решением уравнения 

𝑅(𝑡, 𝜏, 𝑦) = ∫ 𝑓𝑥(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑦), 𝑢(𝑠), 𝑦) 𝑅(𝑠, 𝜏, 𝑦) 𝑑𝑠

𝑡

𝜏

+ 𝑓𝑥(𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏, 𝑦), 𝑢(𝜏), 𝑦) .      (3.2) 

Теорема 3.1. Для оптимальности 𝑢(𝑡) в задаче (2.1)-(2.3) необходимо, чтобы при всех 

𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) выполнялось условие 

∫ 𝐻(𝜃, 𝑦, 𝑥(𝜃, 𝑦), 𝑢(𝜃), 𝜓(𝜃, 𝑦)) 𝑑𝜇(𝑦)

𝑌0

= max
𝑣∈𝑉

∫ 𝐻(𝜃, 𝑦, 𝑥(𝜃, 𝑦), 𝑣, 𝜓(𝜃, 𝑦)) 𝑑𝜇(𝑦)

𝑌0

,       (3.3) 

где 𝜇(𝑦) – некоторая неотрицательная мера, сосредоточенная на множестве 𝑌0 , а 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) 

– произвольная точка непрерывности управления 𝑢(𝑡). 
Доказательство. Считая 𝑢(𝑡) оптимальным управлением его специальное приращение 

определим по формуле 

∆𝑢𝜀(𝑡) = {
𝑣 − 𝑢(𝑡),    𝑡 ∈ [𝜃, 𝜃 + 𝜀) ,

0 ,   𝑡 ∈ 𝑇\[𝜃, 𝜃 + 𝜀) .
                                           (3.4) 

Здесь 𝑣 ∈ 𝑈 – произвольный вектор, 𝜀 > 0 достаточно малое число такое, что 𝜃 + 𝜀 <
𝑡1. 

Через ∆𝑥𝜀(𝑡, 𝑦) обозначим специальное приращение траектории 𝑥(𝑡) соответствующее 

специальному приращению (3.4) управления. 

Из (2.1) ясно, что ∆𝑥𝜀(𝑡, 𝑦) является решением уравнения 

∆𝑥𝜀(𝑡, 𝑦) = ∫[𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑦) + ∆𝑥𝜀(𝑠, 𝑦), 𝑢(𝑠) + ∆𝑢𝜀(𝑠), 𝑦) − 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑦), 𝑢(𝑠), 𝑦)] 𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

 .    (3.5) 

Из (3.5) переходя к норме и используя условия Липщица, а также применяя лемму 

Гронуолла-Беллмана получим  

‖∆𝑥𝜀(𝑡, 𝑦)‖ ≤ 𝐿 ∫ ‖∆𝑢𝜀(𝑠)‖ 𝑑𝑠

𝑡1

𝑡0

≤ 𝐿 ∫ (𝑣 − 𝑢(𝑠))

𝜃+𝜀

𝜃

 ,                                    (3.6) 

где 𝐿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 есть некоторое постоянное. 

Далее используя формулу Тейлора из (3.5) получим, что ∆𝑥𝜀(𝑡, 𝑦) является решением 

следующей линеаризованной задачи 
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∆𝑥𝜀(𝑡, 𝑦) = ∫[𝑓𝑥(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑦), 𝑢(𝑠, 𝑦)) ∆𝑥𝜀(𝑠, 𝑦) + ∆𝑢𝜀(𝑠)𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑦), 𝑢(𝑠), 𝑦) +

𝑡

𝑡0

 

+∆𝑢𝜀(𝑠)𝑓𝑥(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑦), 𝑢(𝑠)) ∆𝑥𝜀(𝑠, 𝑦) + 𝜊1(‖∆𝑥𝜀(𝑠, 𝑦)‖)] 𝑑𝑠 .                    (3.7) 

Из оценки (3.6), с учетом теоремы о среднем, следует, что ‖∆𝑥𝜀(𝑡, 𝑦)‖ имеет порядок 

малости 𝜀, другими словами ‖∆𝑥𝜀(𝑡, 𝑦)‖  и 𝜀 имеют одинаковый порядок малости, т.е. 

‖∆𝑥𝜀(𝑡, 𝑦)‖ = О(𝜀) ,      𝑡 ∈ 𝑇.                                                         (3.8) 

Поэтому из (3.7) следует, что ∆𝑥𝜀(𝑡, 𝑦) является решением линеаризованного уравнения 

∆𝑥𝜀(𝑡, 𝑦) = ∫[𝑓𝑥(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑦), 𝑢(𝑠), 𝑦) ∆𝑥𝜀(𝑠, 𝑦) + ∆𝑢𝜀(𝑠)𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑦), 𝑢(𝑠), 𝑦)] 𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

+ 

+𝜊(𝜀; 𝑡) .                                                                    (3.9) 

Интерпретируя уравнение (3.9) как линейное неоднородное интегральное уравнение 

типа Вольтерра, на основе формулы о представлении решений линейных интегральных 

уравнений 9-11 имеем 

∆𝑥𝜀(𝑡, 𝑦) = ∫ ∆𝑢𝜀(𝑠)𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑦), 𝑢(𝑠), 𝑦) 𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

+ 

+ ∫ [∫ 𝑅(𝑡, 𝜏, 𝑦) ∆𝑢𝜀(𝑠)𝑓(𝜏, 𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑦), 𝑢(𝑠), 𝑦) 𝑑𝜏

𝑡

𝑠

]  𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

+ 𝜊(𝜀) ,                 (3.10) 

где 𝑅(𝑡, 𝜏, 𝑦) (𝑛 × 𝑛) – матричная функция, являющаяся решением уравнения (3.2). 

Из представления (3.10) следует, что 

∆𝑥𝜀(𝑡1, 𝑦) = ∫ ∆𝑢𝜀(𝑠)𝑓(𝑡1, 𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑦), 𝑢(𝑠), 𝑦)𝑑𝑠

𝑡1

𝑡0

+ 

+ ∫ [∫ 𝑅(𝑡, 𝜏, 𝑦) ∆𝑢𝜀(𝑠)𝑓(𝜏, 𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑦), 𝑢(𝑠), 𝑦) 𝑑𝜏

𝑡1

𝑠

] 𝑑𝑠

𝑡1

𝑡0

+ 𝜊(𝜀) = 

= 𝜀 [∆𝑣𝑓(𝑡1, 𝜃, 𝑥(𝜃, 𝑦), 𝑢(𝜃), 𝑦) + ∫ 𝑅(𝑡1, 𝜏, 𝑦) ∆𝑣𝑓(𝜏, 𝜃, 𝑥(𝜃, 𝑦), 𝑢(𝜃), 𝑦) 𝑑𝜏

𝑡1

𝜃

] . 

Следовательно 

∆𝑥𝜀(𝑡1, 𝑦) = 

= 𝜀 [∆𝑣𝑓(𝑡1, 𝜃, 𝑥(𝜃, 𝑦), 𝑢(𝜃), 𝑦) + ∫ 𝑅(𝑡1, 𝜏, 𝑦) ∆𝑣𝑓(𝜏, 𝜃, 𝑥(𝜃, 𝑦), 𝑢(𝜃), 𝑦) 𝑑𝜏

𝑡1

𝜃

] + 𝜊(𝜀).    (3.11) 

Используя представление (3.11) специальное приращение функционала качества (2.3) 

представляется в виде 

∆𝜀𝐽(𝑢) = 𝜀 max
𝑦∈𝑌0

𝛿𝐽(𝑢, 𝑦) + 𝜊(𝜀), 

где по определению 

𝛿𝐽(𝑢, 𝑦) =
𝜕𝜑′(𝑥(𝑡1, 𝑦), 𝑦)

𝜕𝑥
× 
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× [∆𝑣𝑓(𝑡1, 𝜃, 𝑥(𝜃, 𝑦), 𝑢(𝜃), 𝑦) + ∫ 𝑅(𝑡1, 𝜏, 𝑦) ∆𝑣𝑓(𝜏, 𝜃, 𝑥(𝜃, 𝑦), 𝑢(𝜃), 𝑦) 𝑑𝜏

𝑡1

𝜃

].    (3.12) 

Из (3.12) ясно, что 𝛿𝐽(𝑢, 𝑦) непрерывна по 𝑦, причем она не принадлежит 12 

множеству 𝐾 непрерывных функций 𝑔(𝑦), отрицательных на 𝑌0, т.е. 

𝐾 = {𝑔(𝑦):  𝑔(𝑦) < 0,   𝑦 ∈ 𝑌0} . 
В противном случае не выполнялось бы условие оптимальности ∆𝜀𝐽(𝑢) ≥ 0, при 

достаточно малых 𝜀. 
Множество 𝐾 выпуклое. Поскольку 𝛿𝐽(𝑢, 𝑦) не принадлежит множеству 𝐾, то по 

теореме об отделимости выпуклых множеств найдется линейный непрерывный функционал 

ℒ, ℒ ∈ 𝐶∗(𝑌0) такой, что 

ℒ(𝛿𝐽(𝑢, 𝑦)) ≥ ℒ(𝑔(𝑦)),                                                       (3.13) 

для всех 𝑔(𝑦) ∈ 𝐾. Как отмечено в 12 ℒ ≥ 0. 
По теореме об общем виде линейного функционала 13 из неравенства (3.13) следует, 

что существует некоторая мера 𝜇(𝑦), сосредоточенная на множестве 𝑌0, что 

ℒ(𝛿𝐽(𝑢, 𝑦)) = ∫ 𝛿𝐽(𝑢, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑦)

𝑌0

≥ 0.                                               (3.14) 

В силу того, что ℒ ≥ 0, получая, что 𝜇(𝑦) ≥ 0. 
Предположим 

𝜓(𝑡, 𝑦) = −𝑅(𝑡1, 𝑡, 𝑦)
𝜕𝜑(𝑥(𝑡1, 𝑦), 𝑦)

𝜕𝑥
 .                                           (3.15) 

Используя (3.2) можно показать, что 𝜓(𝑡, 𝑦) определяемая формулой (3.15) является 

решением уравнения (3.1). С учетом этого из (3.14) получим утверждение теоремы. 

Непосредственным следствием теоремы 3.1 является 

Теорема 3.2. Предположим, что множество 𝑈 выпукло, а вектор-функция 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑢, 𝑦) 

непрерывно дифференцируема также по 𝑢. Тогда для оптимальности допустимого 

управления 𝑢(𝑡) в задаче (2.1)-(2.3) необходимо, чтобы при всех 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) выполнялось 

условие 

∫
𝜕𝐻′(𝜃, 𝑥(𝜃, 𝑦), 𝑢(𝜃), 𝜓𝜊(𝜃, 𝑦))

𝜕𝑢
 𝑢(𝑡) 𝑑𝜇

𝑌0

(𝑦) = max
𝑣∈𝑈

∫
𝜕𝐻(𝜃, 𝑥(𝜃, 𝑦), 𝑢(𝜃), 𝜓𝜊(𝜃, 𝛾))

𝜕𝑢
𝑣 𝑑𝜇

𝑡1

𝑡0

(𝑦), 

где 𝜇(𝑦) – некоторая неотрицательная мера, сосредоточенная на множестве 𝑌0, а  𝜓(𝜃, 𝑦) – 

решение уравнения (3.1). 

4. Принцип стационарности. Пусть множество 𝑈 открыто, а функции 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑢, 𝑦), 
𝜑(𝑥, 𝑦) удовлетворяют условиям гладкости из теоремы 3.2. Тогда из теоремы 3.1 следует 

Теорема 4.1. (Принцип стационарности) При сделанных предположениях для того, 

чтобы управление 𝑢(𝑡) было оптимальным в задаче (2.1)-(2.3) необходимо, чтобы при всех 

𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) выполнялось тождество 

∫
𝜕𝐻′(𝜃, 𝑥(𝜃, 𝑦), 𝑢(𝜃), 𝜓(𝜃, 𝑦))

𝜕𝑢
 𝑑𝜇

𝑌0

(𝑦) = 0 . 

Здесь 𝜓(𝑡, 𝑦) – решение системы уравнений (3.1). 

Заметим, что если правая часть системы (2.1) не зависит от 𝑦, то необходимым 

условием оптимальности управления 𝑢(𝑡) является аналог условия Эйлера вида 
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𝜕𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢
= 0 , 

где 𝜓(𝑡) – решение системы 

𝜓(𝑡) = ∫ 𝑓′𝑥(𝑠, 𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑠)) 𝑑𝑠

𝑡1

𝑡

− ∫
𝜕𝜑′(𝑥(𝑡1), 𝑦)

𝜕𝑥
𝑓𝑥(𝑡1, 𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) 𝑑𝜇(𝑦)

𝑌0

 . 

Приведем одно следствие из теоремы 3.1. 

Следствие 4.1. Если множество 𝑈 открытое, то оптимальное управление 𝑢(𝑡) при всех 

𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) и для всех 𝑤 ∈ 𝑅𝑟 удовлетворяет неравенству 

∫ 𝑤′
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑦), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑦))

𝜕𝑢2
 𝑤 𝑑𝜇

𝑌0

(𝑦) ≤ 0 . 

5. Заключение. Рассматривается минимаксная задача оптимального управления, опи-

сываемая системой нелинейных интегральных уравнений типа Вольтерра. Получено общее 

необходимое условие оптимальности в форме условия максимума Понтрягина. Изучены 

отдельные конкретные случаи, позволяющие конкретизировать полученный результат. 
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N.H. Abdullayeva, K.B. Mənsimov 

Volterra tipli inteqral tənliklərlə bir minimaks idarə məsələsi haqqında 

Volterra tipli inteqral tənliyin həlləri üzərində təyin olunmuş maksimum tipli funksionalın minimum  qiymət 

alması məsələsinə baxılır. Optimallıq üçün bəzi birinci tərtib zəruri şərtlər alınmışdır. 

Açar sözlər: Volterra tip inteqral tənlik, minimaks məsələsi, optimallıq üçün zəruri şərt, Pontryaginin 

maksimum prinsipi 
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N.H. Abdullayeva, K.B. Mansimov 

On a minimax control problems for Volterra type integral equations 

The authors consider the problem of the minimum of a maximum-type functional through an investigation of so-

lutions to a system of Volterra-type integral equations. A number of first-order necessary optimality conditions are ob-

tained. 

Keywords: Volterra-type integral equation, minimax problem, necessary optimality condition, Pontryagin’s 

maximum principle 
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