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TAMƏDƏDLİ PROQRAMLAŞDIRMA MƏSƏLƏSİNİN SUBOPTİMAL HƏLLİNİN 

QURULMASI ÜÇÜN MƏCHULLARIN İKİ-İKİ QİYMƏTLƏNDİRİLMƏSİ ÜSULU 

 
Tamədədli proqramlaşdırma məsələsinin suboptimal həllinin qurulması üçün iki üsul işlənmişdir. Bu üsullarda 

əsas prinsip iki məchulun eyni zamanda seçilib qiymətləndirilməsidir. Belə seçmə mükün olmadıqda isə məlum bir-bir 

seçim alqoritmlərindən istifadə etməklə verilən məsələnin suboptiml həlli qurulur. Hesablma eksperimentləri 

məchulların iki-iki seçiminin daha effektiv olduğunu göstərir. 

Açar sözlər: tamədədli proqramlaşdırma məsələsi, həndəsi təsvir, məçhulların iki-iki seçilməsi, suboptimal həll, 

nisbi artım, hesablama eksperimentləri 
 

1. Giriş. Optimal qərar qəbul etməklə bağlı çoxsaylı iqtisadi, texniki və layihələşdirmə 

məsələlərinin riyazi modeli tamədədli proqramlaşdırma məsələsi şəklindədir. Bu məsələ NP – tam 

sinifə, yəni “çətin həll olunan” məsələlər sinifinə aiddir [1, s.205]. Belə ki, kombinator xarakterli [2, 

s.83; 3, s.271; 6, s.141; 7, s121; 8, s.195], “Budaqlanmalar və sərhədlər” [4, s.87; 5, s.210], və s. 

üsullar vasitəsilə yalnız kiçik ölçülü məsələlərin optimal həllini real zaman müddətində tapmaq 

olur. Praktikada qrşıya çıxan məsələlərdə isə məchulların və məhdudiyyətlərin sayı çox olduqda, 

belə məsələləri həmin üsullarala həll etmək mümkün olmur. Bu baxımdan da həmin məsələlərin 

suboptimal (təqribi) həllərinin tapılması üçün xeyli sayda sürətlə işləyən, yəni, polinomial zaman 

mürəkkəbliyinə malik üsullar işlənmişdir [9, s.1445; 10, s.294; 11, s.56; 12, s.74; 13, s.314; 14, s.72 

və s.]. Bu üsulların içərisində hansının daha yaxşı həll verdiyini demək olmur. Bu üsullarla bəzən 

ellə həll qurula bilər ki, bu həll optimal həlldən ciddi şəkildə fərqlənər. Bu baxımdan da, elə üsullar 

işləmək təlabatı yaranır ki, bu üsulların verdiyi həllin məlum olan üsulların verdiyi həllərdən pis 

olmaması göstərilsin. Əksər üsullarda müəyən kriteriya əsasında hər hası bir məchulun nömrəsi 

seçilir və seçilmiş bir dənə məchula qiymət verilir. Əgər Bul proqramlaşdırma məsələsinə baxsaq və 

optimal həldə olan vahidlərin sayının 𝑘 sayda olduğunu təyin etsək, onda, 𝐶𝑛
𝑘 sayda həllər içərisində 

ən yaxşısını seçməklə optimal həlli tapmış oluruq. Optimal həldə isə iştirak edən vahidlərin sayını 

əvvəlcədən təyin etmək mümkün deyil. 𝐶𝑛
𝑘 sayda həllər içərisində ən yaxşısının tapılmasına xeyli 

miqdarda vaxt sərf olunur. Əgər iki koordinatı eyni zamanda seçib qiymətləndirsək variantların sayı 

𝐶𝑛
2 = 𝑛(𝑛 − 1)/2 qədər olar. Beləliklə də, daha yaxşı həllin tapılması gözlənilər. Kordinatların 

sayını iki-iki seçib qiymətləndirdiyimiz kimi üç-üç, dörd-dörd və s. seçib qiymətləndirə bilərik. 

Lakin, məsələnin həlli üçün kompyuterdə həll vaxtı eksponensial sürətlə artmış olar. Bu baxımdan 

məchulların iki-iki seçilib qiymətləndirilməsi üçün bir üsul işlənmişdir. Əgər həll prosesi zamanı 

məchulların iki-iki seçilib qiymətləndirilməsi mümkün olmadıqda məlum bir-bir seçim 

alqoritmləriilə suboptimal həll qurulur. 
 

2. Məsələnin qoyluşu. Aşağıdakı kimi tamədədli xətti proqramlaşdırma məsələsinə baxaq. 

∑𝑐𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑥𝑗 ⟶ 𝑚𝑎𝑥                                                                     (2.1) 

∑𝑎𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖 , 𝑖 = (1,𝑚 ),                                                      (2.2) 

0 ≤ 𝑥𝑗 ≤ 𝑑𝑗  ,    𝑥𝑗 − 𝑙𝑎𝑟 𝑡𝑎𝑚𝑑𝚤𝑟 , (𝑗 = 1, 𝑛).                       (2.3) 
 

Burada 𝑎𝑖𝑗 ≥ 0 , 𝑏𝑖 > 0 , 𝑐𝑗 > 0  𝑣ə 𝑑𝑗 > 0  (𝑖 = 1,𝑚  , 𝑗 = 1, 𝑛) verilmiş ədədlərdir. 
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(2.1)-(2.3) şəklində olan tamədədli proqramlaşdırma məsələsinin suboptimal həllinin 

tapılması üçün məlum olan əksər üsullarda [7, s.121; 8, s.195; 9, s.1445; 10, s.294; 11, s.56; 12, 

s.74; 13, s.314; 14, s.72 və s.] hər hansı bir 𝑥𝑗∗  məchuluna 0 ≤ 𝑥𝑗∗ ≤ 𝑑𝑗∗ intervalında tam qiymət 

vermək məqsədi ilə bir kriteriya çıxarılır. Əksər üsullarda bu kriteriya aşağıdakı şəkildə olur.  

𝑗∗ = 𝑎𝑟𝑞 max
𝑗

𝑐𝑗

𝑣𝑗
                                                                     (2.4) 

Məlum olan üsullarda əsas fərq 𝑣𝑗  (𝑗 = 1, 𝑛) kəmiyyətlərinin seçilməsindədir. (2.1)-(2.3) 

məsələsinin iqtisadi mahiyyətinə nəzər yetirsək 𝑐𝑗  (𝑗 = 1, 𝑛) kəmiyyətləri 𝑗-ci obyektin 

seçilməsindən əldə olunan gəlirləri, 𝑎𝑖𝑗-lər (𝑖 = 1,𝑚  , 𝑗 = 1, 𝑛) çəkilmiş uyğun xərcləri, 𝑏𝑖 -lər 

(𝑖 = 1,𝑚 ) isə ayrılmış limit vəsaitləri göstərir. 𝑣𝑗  (𝑗 = 1, 𝑛) kəmiyyətləri isə 𝑗-ci obyektin 

seçilməsi üçün cəkilən ümumi xərcləri ifadə edir. 

Beləliklə də, məqsədimiz eyni zamanda iki  𝑥𝑗1
∗ və 𝑥𝑗2

∗ məchullarını seçib qiymətləndirmək 

üçün kriteriyalar çıxarmaq və bu kriteriyalar ilə (2.1)-(2.3) məsələsinin suboptimal həllini qurub 

əvvəlki üsullardan nə dərəcədən fərqləndiyini göstərməkdir.  

3. Maksimal artım üsulunun əsaslandırılması. Əgər müəyyən 𝑥𝑗1 xə 𝑥𝑗2 məchullarını 

qiymətləndirmək üçün seçmişiksə, onda, qazanılan gəlir 𝑐𝑗1 + 𝑐𝑗2 qədər alınır. 𝑏1 resursundan 

𝑎1𝑗1 + 𝑎1𝑗2, 𝑏2 resursundan 𝑎2𝑗1 + 𝑎2𝑗2 və s. 𝑚 −ci 𝑏𝑚 resursundan isə 𝑎𝑚𝑗1 + 𝑎𝑚𝑗2 qədər 

xərclənməlidir. Buradan görünür ki, eyni zamanda 𝑥𝑗1  və 𝑥𝑗2 məchullarının qiymətləndirilməsi 

zamanı 𝑎𝑖𝑗1 + 𝑎𝑖𝑗2  (𝑖 = 1,𝑚) xərclərinin hər vahidinə düşən gəlir ən azı  

min
𝑖

𝑐𝑗1 + 𝑐𝑗2
𝑎𝑖𝑗1 + 𝑎𝑖𝑗2

=
𝑐𝑗1 + 𝑐𝑗2

max
𝑖

(𝑎𝑖𝑗1 + 𝑎𝑖𝑗2)
                                                          (3.1) 

qədər olar. Elə kriteriya çıxarılmalıdır ki, 𝑗1∗  və 𝑗2∗  nömrələrini seçib uyğun 𝑥𝑗1
∗  və 𝑥𝑗2

∗ məchullarını 

qiymətləndirməklə (3.1) ifadəsi maksimal qiymət alsın. Yəni, hər vahid xərcə düşən gəlir maksimal 

olsun. Bu isə o deməkdir ki, 
𝑐𝑗1∗ + 𝑐𝑗2∗   

𝑎𝑖∗𝑗1
∗ + 𝑎𝑖∗𝑗2

∗  
= max

(𝑗1, 𝑗2)

𝑐𝑗1 + 𝑐𝑗2
max

𝑖
(𝑎𝑖𝑗1    + 𝑎𝑖𝑗2    )

 

olmalıdır. Başqa sözlə, 

(𝑗1
∗ , 𝑗2

∗ ) = 𝑎𝑟𝑞 max
(𝑗1, 𝑗2)

{ 
𝑐𝑗1 + 𝑐𝑗2

max
𝑖

(𝑎𝑖𝑗1    + 𝑎𝑖𝑗2    )
}                                            (3.2) 

Ona görə də bu üsulun adını maksimal artım üsulu adlandırmışıq. 

Suboptimal həllin qurulması prosesində əvvəlcədən  𝑥𝑗 ≔ 0, (𝑗 = 1, 𝑛) qəbul olunur. Sonra 

isə (3.2) kriteriyası ilə (𝑗1
∗ , 𝑗2

∗ ) nömrələri seçilir. Əgər, hər bir 𝑖  (𝑖 = 1,𝑚) üçün 𝑎𝑖𝑗1
∗ + 𝑎𝑖𝑗2

∗  ≤ 𝑏𝑖  

və 𝑥𝑗1
∗ + 1 ≤ 𝑑𝑗1

∗ , 𝑥𝑗2
∗ + 1 ≤ 𝑑𝑗2

∗  ödənilərsə, onda, 𝑥𝑗1
∗: = 𝑥𝑗1

∗ + 1, 𝑥𝑗2
∗ : = 𝑥𝑗2

∗ + 1 və 𝑏𝑖 ≔ 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖𝑗1
∗ −

𝑎𝑖𝑗2
∗  (𝑖 = 1,𝑚) qəbul edib (3.2) kriteriyasına yenidən müraciət etməklə , növbəti (𝑗1

∗ , 𝑗2
∗ ) cütü 

tapılır. Əgər, heç olmasa bir dənə 𝑖  (𝑖 = 1,𝑚) nömrəsi üçün 𝑎𝑖𝑗1
∗ + 𝑎𝑖𝑗2

∗  > 𝑏𝑖 olarsa və ya 𝑥𝑗1
∗ +

1 > 𝑑𝑗1
∗ , 𝑥𝑗2

∗ + 1 > 𝑑𝑗2
∗  münasibətlərindən hər hansı biri ödənilərsə, onda aydındır ki, 𝑥𝑗1

∗ və 𝑥𝑗2
∗  

məchullarının qiymətlərini eyni zamanda bir vahid artırmaq mümkün deyil. Bu zaman, məchulların 

bir-bir seçib qiymətləndirilməsi üçün [13, s.314] işində olan aşağıdakı kriteriyadan istifadə olunur.  

𝑗∗ = 𝑎𝑟𝑞max
𝑗

{ 
𝑐𝑗

max
𝑖

𝑎𝑖𝑗    
}                                                                       (3.3) 
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Qeyd edək ki, (3.2) və (3.3) kriteriyaları ilə hər bir məchulun nömrəsini tapmazdan əvvəl 

(2.2) bərabərsizliyinin sağ tərəflərini bərabərləşdirib 𝑏𝑖 , 𝑖 = 1,𝑚 kəmiyyətləri arasında olan 

müxtəlifliyi aradan qaldırmaq lazımdır. Belə olduqda sağ tərəflərdən, mümkün olduqca, bərabər 

istifadə olunmuş olur. Yəni, 𝑎𝑖𝑗: = 𝑎𝑖𝑗 𝑏𝑖⁄ , 𝑏𝑖: = 1 (𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑛 ) qəbul etməliyik. Bu zaman 

𝑥𝑗∗ + 1 ≤ 𝑑𝑗∗ və istənilən 𝑖  (𝑖 = 1,𝑚) nömrəsi üçün 𝑎𝑖 𝑗∗ ≤ 𝑏𝑖   şərtləri ödənilərsə, onda  𝑥𝑗∗ ≔

𝑥𝑗∗ + 1 və 𝑏𝑖 ≔ 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 𝑗∗  , ( 𝑖 = 1,𝑚) qəbul edib (3.3) kriteriyası ilə növbəti 𝑗∗ nömrəsi tapılır. 

Hesablama prosesi o vaxta qədər aparılır ki, heç bir 𝑗∗ nömrəsi üçün 𝑥𝑗∗ ≔ 𝑥𝑗∗ + 1 mükün olmasın. 

Beləliklə, məlum olan (3.3) kriteriyası ilə həll prosesi başa çatır və nəticədə 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 

vektoru (2.1)-(2.3) məsələsinin suboptimal həlli olur. 

4. Həndəsi təsvirə əsaslanan üsulun əsaslandırılması. Bu bənddə təklif olunan üsulun 

mahiyyətini aydınlaşdırmaq üçün 𝑚 = 2 halında (2.1)-(2.3) məsələsinin həndəsi təsvirini göstərən 

aşağıdakı şəkil 4.1-ə əsalanacağıq. 

 
Şək.1. 

 

Aşağıdakı işarələmələri qəbul edək: 

𝑃0 = (𝑏1, 𝑏1, … , 𝑏𝑚)𝑇 , 𝑃𝑗 = (𝑎1𝑗, 𝑎2𝑗 , … , 𝑎𝑚𝑗)
𝑇
, (𝑗 = 1, 𝑛 ). 

(2.1)-(2.3) məsələsinin suboptimal həllini qurmazdan əvvəl 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑏1, 𝑏1, … , 𝑏𝑚) və 𝑋 =
(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = (0,0, … ,0) olduğunu qəbul edirik.  

Şəkildən göründüyü kimi, biz elə 𝑃𝑗1
∗ + 𝑃𝑗2

∗ vektorunu seçməliyik ki, bu vektor 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ vektoru ilə 

mümkün qədər kiçik bucaq əmələ gətirsin. 𝑃𝑗1
∗ + 𝑃𝑗2

∗ və 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ vektorları arasındakı bucağın kiçik 

olması, cos ((𝑃𝑗1
∗ + 𝑃𝑗2

∗), 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   ) ədədinin böyük olması deməkdir. Burda  

cos ((𝑃𝑗1 + 𝑃𝑗2), 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   ) = {∑(𝑎𝑖𝑗1 + 𝑎𝑖𝑗2)

𝑚

𝑖=1

𝑏𝑖} √{∑(𝑎𝑖𝑗1 + 𝑎𝑖𝑗2)
2

𝑚

𝑖=1

} × {∑𝑏𝑖
2

𝑚

𝑖=1

}  ⁄  . 

 

Bu zaman , gözləmək olar ki, 𝐴(𝑏1, 𝑏1, … , 𝑏𝑚) nöqtəsinin yaxın ətrafına daha tez çatmaq olar. 

Burada qəbul edirik ki, optimal həllin (2.2) sistemindəki qiymətləri 𝐴(𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑚) nöqtəsini 

yaxın ətrafına düşür. Bu fərziyyəni qəbul etməyə riyazi əsasımız var. Çünki, optimal həllin 

koordinatlarını (2.2) sistemində yerinə yazsaq, sol tərəfdəki əmsalların cəmi sağ tərəfdəki 𝑏𝑖 (𝑖 =

1,𝑚) ədədlərinə ya bərabər olar, ya da onlara yaxın olar. 

(2.1)-(2.3) məsələsinin suboptimal həllinin qurulması müəyyən 𝑥𝑗1
∗ və 𝑥𝑗2

∗  koordinatlarının 

𝑥𝑗1
∗: = 𝑥𝑗1

∗ + 1, 𝑥𝑗2
∗: = 𝑥𝑗2

∗ + 1 qəbul olunmasına əsaslanır. Lakin, (2.1) funksiyasının makimal-

laşmasını və daha çox 𝑃𝑗1 , 𝑃𝑗2 vektorlarının seçilməsini təmin etmək üçün aşağıdakı kriteriyadan 

istifadə olunmalıdır.  
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(𝑗1
∗ , 𝑗2

∗ ) = 𝑎𝑟𝑞𝑚𝑎𝑥 { 
(𝑐𝑗1 + 𝑐𝑗2) cos ((𝑃𝑗1 , 𝑃𝑗2), 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)

|𝑃𝑗1 + 𝑃𝑗2|
}   .                        (4.1)  

Burada 

|𝑃𝑗1 + 𝑃𝑗2| = √{∑(𝑎𝑖𝑗1 + 𝑎𝑖𝑗2)
2

𝑚

𝑖=1

} . 

Qeyd edək ki, (4.1) kriteriyası ilə suboptimal həllin qurulma prosesi üçüncü bənddə verilmiş 

qayda əsasında həyata keçrilir. Bu üsulların fərqi isə müxtəlif kriteriyalardan istifadə etməkdir. 

Təklif olunan üsulların proqramları Delphi 7 proqramlaşdırma dilində qurulub və xeyli 

məsələlər üzərində çoxsaylı hesablama eksperimentləri aparılmışdır. Aparılmış hesablama 

eksperimentlərinin nəticələri aşağıdakı cədvllərdə verilib. 

 

Cədvəl 1 Müxtəlif üsulların eyni məsələlər üzərində analizi 
 

𝑚 × 𝑛 10 × 500 10 × 1000 10 × 2000 10 × 5000 20 × 1000 20 × 2000 

𝑁1 0 0 0 0 0 0 

𝑁2 4 5 3 4 3 4 

𝑁3 6 5 7 5 6 5 

 

Cədvəl 2. Müxtəlif üsulların eyni məsələlər üzərində analizi 
 

𝑚 × 𝑛 200 × 5000 50 × 500 50 × 1000 50 × 2000 50 × 5000 

𝑁1 0 0 0 0 0 

𝑁2 4 3 4 4 1 

𝑁3 6 7 6 5 8 
 

Cədvəllərdə aşağıdakı işarələmələr qəbul olunmuşdur: 

𝑁1, 𝑁2, 𝑁3 uyğun olaraq [13, s.314] işində verilmiş ən yaxşı həll verən bir-bir seçmə 

kriteriyası ilə, bu işin 3-cü bəndindəki (3.2) və 4-cü bəndindəki (4.1) kriteriyaları ilə tapılmış 

həllərin (2.1) funksiyasına verdiyi qiymətlər içərisindən ən böyüklərinin sayıdır. 

Qeyd edək ki, hər bir eyni ölçülü məsələdən 10 dənəsi həll olunmuşdur.  

5. Nəticə. Cədvəllərdən göründüyü kimi, 4-cü bənddə verilmiş üsul digər üsullara nisbətən 

əksər hallarda ən yaxşı nəticə verir. Xüsusi qeyd etmək lazımdır ki, bu işdə verilmiş üsullar ilə 

qurulan həllər [13, s.314] işindəki üsul ilə qurulmuş həllərdən bütün hallarda daha yaxşı olmuşdur. 

Bu nəticəni isə gözləmək olardı. Çünki, [13, s.314] işindəki verilmiş üsul bu işdəki üsulların xüsusi 

halıdır. 

 
Nəhayət bu işin dəfələrlə müzakirəsinə və dəyərli məsləhətlərinə görə fizika-riyaziyyat elmləri doktoru, prof. 

K.Ş.Məmmədova təşəkkürümü bildirirəm. 
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S.Y. Huseynov 

Methods for selecting unknowns in twos for constructing a suboptimal solution to integer programming 

problems 

Two methods for constructing a suboptimal solution of integer programming problems are developed. The basic 

principle of these methods is the simultaneous selection and assignment of two unknowns. Such a selection being 

impossible, the criterion of selecting unknowns by one is applied. The numerous computational experiments again 

confirm the effectiveness of this approach. 

Keywords: integer programming problem, geometrical representation, suboptimal solution, selection on 

unknowns by relative increment, computational experiments 

 

 

УДК 51.330 

С.Я. Гусейнов 

Методы выбора неизвестных по два для построения субоптимального решения задач целочисленного 

программирования 

Разработаны два метода для построения субоптимального решения задач целочисленного 

программирования. Основной принцип этих методов состоит в одновременном выборе и присвоении двух 

неизвестных. В случае невозможности такого выбора применяется критерий выбора неизвестных по одному. 

Приведенные многочисленные вычислительные эксперименты ещё раз подтверждает эффектность такого 

подхода. 

Ключевые слова: задача целочисленного программирования, геометрическое представление, 

субоптимальное решение, выбор неизвестных по относительному приращению, вычислительные эксперименты 
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