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A.B. HOSONOV

FRAKTAL STRUKTURLU MOSAMOLI MUHITLORDO KUTLO MUBADILOSI
PROSESLORININ RIYAZI MODELLOSDIRILMOSI

Fraktal strukturlu masamali miihitlorda kiitlo miibadilasi proseslorinin riyazi modellosdirilmasi siiziilma masala-
lorinin tadgiqi iigiin adekvat riyazi modellarin tatbiqina kémak edan bir modelin tadgiqat iiciin istifada masalasinag
baxilnmigdwr. Fraktal strukturlu massivlorda kiitlo miibadilasi proseslarinin tadqiqi xarici intensiv tasirlor zaman: moasa-
moalor fazasinda bas veran dayisikliklorin Gyronilmasini va bu tip miihitlorda mohsuldarhq xarakteristikalarimin idara
olunmasini tamin edo bilor.

Acar sozlar: fraktal struktur, 6zlii-elastik miihit, masamalorin doyiskon strukturu, siiziilma mosslalori

1. Girig. Neftgixarmada vo bir ¢ox ekoloji moasalolorin todgiginds qarsiya ¢ixan praktiki
mosalalarin halli tiglin fraktal strukturlu mosamali miihitlords kiitlo miibadilasi proseslarinin riyazi
modellosdirilmasi xiisusi shomiyyat kasb edir. Masalon, neftli-qazli strukturlarda xarici tasirlor
zamani bas veran miivazinatsiz faza doyismalorilo miisayist olunur ki, bu da fraktal strukturlarin —
Hele-Sou hiicralorinin  yaranmasini sartlondirir. Yaxud, miixtalif sobablordon qrunt sularinin
Saviyyasinin yer sathino yaxinlagsmasi torpaqlarin sorlasmasi vo batagliqlasmasi ila noticalonir.
Yeralt1 sularinin saviyyasinin lazimi haddo saxlanilmasi, izafi sularin sahalordon uzaqlagdirilmasi
variantlarinin se¢ilmasi, optimal agrotexniki vo meliorativ rejim vasitasilo okine yararli torpaqlarin
miinbitliyinin idars olunmasi {igiin yeralt1 sularin saviyys variasiyalarinin riyazi modelinin yaradil-
mast olduqca zoruridir.

2. Masalanin qoyulusu. Torpag-qrunt miihitinin asas xarakteristikalarindan biri masamalarin
hocm iizro paylanma funksiyasidir. Bu funksiya dedikdo adoton, 6lgiilori [r,r + dr] intervalinda
yerlogon moasamolorin f(r)dr sayina miitonasib olan f(r) adodi funksiyalari nozordos tutulur.
Miixtolif torpaq gati niimunolari tigiin masamolorin tobii paylanma funksiyalari texniki odobiyyatda
stasionar hal t¢lin grafik sokildo gostorilmisdir. Miioyyan hocmli geyri-bircins mohsuldar gatda
intensiv xarici tosirlor formasiyasina, bazilorinin gapanmasi fonunda yenilorinin yaranmasi vo S.
proseslarin bag vermasina sabab olur. Bu ciir qeyri-Xatti tazahiirlorin riyazi modellorinin yaradilmasi
onlarin fiziki mahiyyatinin aragdirtlmasi vo mogsadyonlii sokilds idaro olunmasi igiin gox vacib vo
ohomiyyatlidir.

3. Masalanin halli. Forz edok ki, laym hor bir noqtesinds istonilon t aninda paylanma
funksiyas1 f = f(r,t) soklindadir. Burada r — masams kanalinin radiusudur. Zamanin baslangic
giymotlorindo (t = 0), yani xarici tosirlorin halo totbiq edilmadiyi vaxt f(r,0) = f°(r) soklindo
olur vo fooofo (r)dr = 1 sorti 6donilir

Ogor layda masamoali kanallarin miqdarinit va 6dlgiilarini doyige bilon struktur doyismolori bag
verarsa, onda paylanma funksiyasinin koordinat vo zamandan asili tokamiil doyismalori 6yronilmo-
lidir. Tutag ki, masamali kanallarin radiuslarinin azalmasi siirati v, (, t), onlarin yaranmasi (vo ya
yox olmasi) siirati iso v, (r,t) ilo isaro olunub. Bu sxemo osason dt zaman intervalinda [r, r+dr]

araliginda mdévcud olan kanallarin sayinin doyigsmasini xarakterizo edon ifados
f(r,t+dt)dr — f(r, t)dr = Z—};dtdr olar, vo ya

a a
2L drdt == [v, (r, O)f (r, )] drdt - v, (r, )drd.

. of 0 <
Buradan aliriq ki, —: — E(vr)+ vy, = 0 oldugunu aliriq.
Bu prosesin “fordi” xarakteri v, (1,t) vo v, (r,t) omsallarmin istirak etmoasidir. Bu tonlik
kifayat qador timumidir vo mayelorin mosamali miihitdo siizlilmosi mosalolorinin genis miqyaslh
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halline imkan verir. Bu tonliyi totbiq edesrak kicik gatiligli nanoqarisiglarin laya vurulmasinda
ortaya ¢ixan totbiqi masalalori, arid zonada kond tosarriifat1 toyinatl okin saholorinin suvarilmasi vo
bu yolla giibrolonmasi proseslorinin bir ¢ox praktiki masalalorini hall etmok olar. ©goar siiziilma
axinlarinda tobii vo ya antropogen xarakterli dispers hissaciklor olarsa, onlarin olgiilorina goéra
paylanma funksiyasmi g = q(v,t) ilo isaro edok. Burada v = (4/3)a® — hissaciyin hacmidir vo
sonraki miilahizolordo hissacik dedikdo onun hocmi nozordo tutulur. Hissociyin Olgiisliniin vo
sayinin intensivliyinin artmasi funksiyalarini, uygun olaraq, h, vo h; ils isars etsok alariq:
20+ (hyq)* he = 0.

Layin miitloq kegiriciliyinin konar tosirlor zamani1 masamalar fozasinin struktur doyigmalori
noticesinde doyismasinin cari giymetini k(x,y,zt) kimi isaro edok vo k = k (x,y, z, t)k° hasili
soklindo gotiirmok olar. Buradak1 k (x,y,z,t) — qalq kegiriciliyini silindrik kanallar iiciin Hagen-
Puazeyl yaxinlasmasina uygun paralel kapilyarlar modelino gors toyin eds bilorik.

Zamanin baglangic aninda Al uzunluglu vahid en kasiyina malik kanaldan AP tozyiq diiskiisii

naticasinds kegon maye miqdar1 Q = k°AP /(uAl) komiyystine barabardir. Onda kapilyarlar dastosi
ticlin Hagen-Puazeyl diisturuna asason aliriq:

0 _ conr*AP g

Q —Nfo SpEAl f°(r)dr  va
_Nf‘”nr‘*AP d

Q= | B2l f(r)dr.

Buradan alinan ifads ilo kegiriciliyi yiiksok dagigliklo hesablamaq olar:
Tk _(®. a4 © 40
k==[ rifdr/[ r*f°dr voya
®_4
J, r*fdr
fooo r4fodr
Mikrohissaciklorin varligi onlarin moesamalor daxilino diismosi ehtimalin1 xeyli artirir vo
mosamoli kanallarin giris vo ya ¢ixis hissalorinin 6lglisiiniin daralmasina sabab ola bilor. Bu
hadisanin an sads variantinin riyazi tasviri zamani sadalik ti¢iin forz edilir ki, biitlin kapilyarlar ti¢tin
bogaz hissonin radiusunun kanalin silindrik hissasinin radiusuna nisbati biitiin kanallar tigtin eynidir
Vo agar hissaciyin radiusu kanalin bogaz hissasinin radiusuna borabar vo ya boyiik iso masama

kanali tamamila tutulur va ilismis hissaciklor kiitlasinin 6z kegiriciliyi layin kegiriciliyindon ¢ox-
cox kigikdir. Kapilyar daxilindo mayenin orta horokat siirati tigiin asagidak1 ifadoni tapiriq:

Ko . Kw
vor = [vlr?/(88 (52 +2) ).
Darsi vo Puazeyl ganunlarmin kombinasindon kanallar dostosi iiglin vahid zamanda kegon
maye hacmi:

k = k°

Al
Qrunt sularmin soviyyasinin lazim olan haddos saxlanmasi meliorativ goraitin olverisliliyini
tomin etmok tiglin asas vasitalordan biridir. Saviyyanin idars olunmasi drenaj sistemi vasitasilo
yerina yetirilo bilor.
Qrunt sularmin saviyyasinin doyismasi tonliyi asagidaki sokilds yazilir [1, $.52; 2, 5.60]:
oh k(0%h? 02h? ko B
E‘E(axz ¥ ayz>‘m( —Hxw
Burada 6, k, ko, My H =~ const, W = W(x,y,t) — infiltrasiya funksiyasidir. Bu komiyyatlorin
izahli monasi [2, 5.60]-da verilmisdir.
Sorbast sothdo y = H, oldugda h(x,Hy,t) = f(x,t), y =0, oldugda h(x,Hyt) =0
(sukecirmozlik sorti)

Q=|V|= (%+%)Ai olur.
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h(x,y,t) vo W(x,y,t) funksiyalar1 har hansi € ki¢ik parametrino nozaran qiivvot funksiyasi
soklindo gotiirtliir:

h(x,y,t) = hy(t) + Z 8 (3,7, 0),
k=1

W(x,y, t) = Wy(t) + 2 e* Wi (x,y,t).
k=1

Bu ifadslori tonlikdo nazars alsaq vo &-nin eyni doracalorinin omsallarini barabarlogdirsok
asagidaki diferensial tonliklor sistemini alariq.

dho(t) ko
6 3t + ﬁoho(t) =W
oh ke
a-(a) = kho(€) - Bhy =2 by — Wy

Bu halda birincidon basqa hor bir tonlik doyison omsalli xatti tonliklordir. Birinci tonlik iso
birinci tortib geyri-bircins adi diferensial tonlikdir. Onun halli:

ho(t) =C-e™ + i : fot Wy (7) - e,

Ko _ Wo
Sy C_h0+A+a

Wy, = W(x,y,t) t = 0olduqda infultrasiyanin baslangic qiymatidir.
Tonliyi hall edorak, tapiriq:
k=1 k- kl-4a\At  t

hy( t)—lt_T+Z
Xyt = = At t

h(x,y,t) = ho(t) + - hy(x,y,t) + -
Torpag-qrunt gatinin stoxastik geyri-bircinsliyini, mosamoli miihitlorin fraktal xarakterini
nazara alsaq vo kasr tortibli diferensiallama tigiin molum ifadolorden istifads etsok alariq:

(1 t (r)dr
(- ), t—pat’®

Dorgp = (1), a=0,
| a[a]+1

a=

o  x24y? (l l)

<0

a-[a]-1

km DOt Q, a > 0.
Onda

oh(x,y,1)

h, = kI'(1 — a)D§; *
1 ( a)Dg; o1
Burada DJs ! — kasr tortibli diferensiallama operatorudur.

M. Kaputo monada kasr tortibli diferensiallama operatorundan istifado etsok:

dh(x,y,
08-1h(x,y,¢) = pg-1 YD)

p , 0<a<l,
va ifadolori miigayiso etsok
hy = kI'(1 — a)d§h(x,y,t),
voya
0 oh 0 oh ko
0 - 00, (ke ,0) = 2 (2 1+ & () Koy,
( a) Ot(m (x,y )) ax \" 3x +6y dy kd, + fo

oldugunu tapiriq. Bu tonlik zamana goro kosr tortibli timumilogsmis Bussinesk tonliyi adlanir.
Asanligla yoxlamaq olar ki,
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Oh(x,y,t)

Jt
Ona gors do asagidaki halda bu tonlik klassik Bussinesk tonliyino ¢evrilir

lim d h(x,y,t) =
a—1

h=——— 1
rd—a) %7

oldugda

oh 9%h  9%h
5= a(Gat5) + ey,

oldugunu aliriq. Daha alverisli formada
d(mh) 0 ( ah)+ 4] (Kah) ko
at  ox\ dx/ ay\ dy) kd,

k
fo = —d_o(ho_H0)+W-
0

K+ fo,

oldugunu tapiriq. Bu geyri-xatti tonliyin fiziki miilahizalori nozoro almaqla xottilogdirilmis holl
iisulu yuxarida verilmisdir.

Fraktal strukturlugun nazoroe alinmasi halinda qrunt suyunun saviyys variasiyalarin tadqiqi
iiclin yeni ifado aliriq

he = k [ (t — ) 282D g,

oT
Burada
_ khey, _ E B kohep
m ' m  mdy’

Tadqiqatgilarn ciddi vo shamiyyaotli aragdirmalarina baxmayaraq, miivazinotsiz fiziki proses-
lorin adekvat modellorinin yaradilmasi masalasi halo do aktualdir. Masamali miihitdo siiziilmo
tonliyini imumi halda agagidaki kimi yaza bilorik:

a(m .
(mp) = div(pV)
V= —EgradP (3.2)
Bu tonliya p = p(P,T) hal tonliyini vo miihitin masamolilik m = m(P,T) = m(p) tonliyini
alave etmak zaruridir.
Bu sistemin miixtolif modifikasiyalarda hollori tapilib praktikada totbig olunsa da, homin
hallar bir ¢ox zoruri faktorlari — miihitin “yaddas” effektini, mosamolorin foza korrelyasiyalarini, bir

sozlo sistemin geyri-xattiliyini nazora alinmur. (3.1) sistemini kasr tortibli toromanin totbiqi {iglin
imumilasdirak [3,s. 112]:

L3 (mp) + toDh (pV (£)) = 0
— _k py
V() =~ D5 P& ) (32)
Burada
d& — Riss-Veyl téromosidir.

ZF(Z—ﬁ)- agz —00 |f—f'|ﬁ_1
(3.2) tonliklor sistemini agsagidaki bir tonliya gatirmok olar.
K
lo0gz(mp) — tong (pr&P(é”, r)) =0 (3.3)

(3.3) tonliyi p = p(P,T) hal tonliyi ilo birlikds gapali sistem togkil edir. Miihitdo masamalilik
omsali sabit olduqda sixilmayan maye ti¢iin (3.3) tonliyi asagidaki soklo diisiir.

06:P(§,7) = BoDlg {DYeP(£,7)) (3.4)

sec(0.58) 9% o f({T)
DSf(&,6) = — -
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bkt
Burada B, = leZ'
0

Baslangic sort olaraq P(&,0) = B(¢) goturilur. Burada P — mayenin laydaxili tozyiqi, u —
mayenin miitlaq 6zliiliiyli, kK — miihitin kegiriciliyi, § — mayenin hacmi elastiklik moduludur.
B =y = 1 olan halda (3.4) tonliyini asagidaki kimi yazmaq olar.

08:P(£,7) = Bo 2z P(E, 7). (35)

Bu tonliyin P(¢,0) = P, = const baslangic sortini 6doyon iimumi hallini asagidaki kimi
yazmagq olar:

P(x,t) = Py [ e™% - E, (—Bok?t%)dk, (3.6)
(3.6) ifadasinds a = 1 olarsa elmi adobiyyatdan malum olan hall alinir

P, 1) = d 'foo exp (-G_—E)>d€'.

VarAt 44t
a = 0.5; a = 0.25 olduqda E, , (—z%) — Mittag-Lefler funksiyasidir.
Bu funksiyan
1

Fus(—V7) = =7+ e(1 - erf (V7))

1
— om0 ) R (13 =g e _z
o) & (1'4'2) +F(§)1F1 (1’4'2) zire (1+erf(‘/5)) w @0
Kimi do tosvir etmok miimkiindiir. Xiisusi halda B(&) = 6(&) olduqda (3.6) ifadssi asagidaki soklo
diistir:

1 oo
PED = [ Baa(-Bor®k?) costhke)ds
0

Bu halldon iso @ = 1 oldugda malum ifadoni aliriq:

P60 = e 1o
't V4Bt =P 4Byt
4. Natica. Toqdim olunan isdo fraktal strukturlu mosamali miihitlords geyri-lokal koglirma
proseslorinin riyazi modellosmasinin bozi xiisusiyystlorine baxilmigdir. Siiziilmo gqanunlarini vo
mosamali miihitlorin fraktal xiisusiyyatlorini nazors alan faktorlarin analizi asasinda kasr tortibli
diferensiallama vo integrallama formalizmindon istifado edorok layli moesamoli miihitlordos
mayelorin  sliziilmosi masalasinin  riyazi modeli toklif olunmusdur. Masamalorin  handosi
yerlogmosini modellogdirmok tiglin kasr 6lgiilii fozalardan istifado olunmasi daha magsadouygundur.
Kosr tortibli diferensial tonliklor nozariyyasinin tatbigi ononovi yanasmalarda todqiqi miimkiin
olmayan bir ¢ox amillorin shato olunmasini, daha genis masSalalor gqrupunun tadgigini, malum
naticolorin daha dorindon anlasilmasini, daha dogiq yeni naticolorin alinmasint miimkiin edir.
Mayelorin masamali miihitds siiziilmo mosalalorinin miiayyan konkret aspektlordon dyranilmasine
kasr tartibli integro-diferensial tonliklorin tatbiqi [1, 5.27-54] isinda hartorofli asaslandirilmisdir. Biz
mosaloys birbasa vo daha timumi yanasmani todqiq edacayik. Goriindiiyti kimi qurulmus model
fraktal strukturlarda siiziilmo aximlarmin komiyystco daha genis tadgigine imkan verir. Istifads
olunan kosr tortibli integro-diferensial formalizminin komayilo ovvallor molum olan hallorin
alimmasini va onlarm iimumilasdirilmasini tamin edilir.
Kosr tortibli diferensiala ke¢id zaman vo mokan daxilinds geyri-lokal proseslorin 6yranilma-
sindo yeni yanagmadir vo bu proseslarin on vacib komiyyat xarakteristikalarini toyin etmays imkan
VErir.
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Mathematical modeling of mass-exchange processes in porous media with fractal structure

Considers the use of mathematical modeling of mass transfer processes in the filtration of fluids in porous media
with a fractal structure. Study of mass-exchange processes in media with a fractal structure requires the study of
possible transformations in the phase of porosities, which in the future will allow the control of the productivity of the
medium.
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The problem of using mathematical modeling for mass transfer processes in the filtration of fluids in porous
media with a fractal structure is considered. The study of mass-exchange processes in fractal-structure media requires
investigating possible transformations in the phase of porosity, which in the future can give the opportunity to control
the productivity of this medium.
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